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PREFACIO

O Calculo Diferencial e Integral € um ramo importante da matematica e seu campo
de aplicagoes se estende por todas as areas do conhecimento, desempenhando papel
importante como linguagem na representacao de fenémenos e, como instrumento para
a resolucao de problemas (CATAPANI, 2001).

A ampla aplicabilidade dos conceitos de Calculo Diferencial e Integral faz com que
essa disciplina esteja presente na maioria das grades curriculares de cursos de nivel su-
perior, tornando-se requisito fundamental na formacao de um profissional.

Em contrapartida pode-se observar que os altos indices de evasao, baixo rendi-
mento e reprovacao nessa disciplina sao bastante comuns nos anos iniciais dos cursos
universitarios. As principais causas deste problema apontadas por varios autores sao:
deficiéncia em matematica basica, as diferencas metodologicas do ensino médio para
o curso superior e as dificuldades intrinsecas da matéria, conforme relatado em (NAS-
CIMENTO ET. AL., 2019). Este fato tem levado a constantes questionamentos entre pro-
fessores, alunos e gestores, por isso, diversas instituicoes tém desenvolvido agdes para
solucionar ou minimizar esse problema.

Uma dessas agdes consiste em um curso de Pré-Calculo, realizado por varias insti-
tuicdes, no inicio de cada semestre letivo. Nesse curso é feita uma revisao dos contetdos
de matematica do ensino médio, dando énfase aqueles mais utilizados nas disciplinas de
Calculo Diferencial e Integral e ao raciocinio logico. Com isso, busca-se proporcionar ao
aluno ingresso uma base solida e estabelecer uma transicao entre a matematica estuda-
da no ensino médio e a abordagem matematica requerida no Ensino Superior.

Na Universidade Federal de Roraima (UFRR), esse curso tem sido oferecido ha oito
anos pelo Grupo PET de Engenharia Civil aos calouros dos cursos de engenharia e ciéncias
exatas. A participagao é voluntaria e o curso gratuito.

O curso tem carga horaria de 40 horas, as aulas sao ministradas pelos integrantes do
Grupo PET e acontecem antes do inicio de cada semestre letivo.

Dessa forma, visa-se contribuir na adaptacao dos novos alunos ao ritmo académi-
co, alertando-os para a importancia do conhecimento de Matematica para o bom desem-
penho no ambito académico e profissional. Ou seja, visa-se a inclusao e adaptacao dos
ingressantes nos cursos contemplados pela acao e a reducao dos indices de evapao.

A partir da experiéncia adquirida nos cursos de pré-calculo ja ministrados, o Grupo

PET desenuolueu este liuro, com o objetivo de orientar os alunos naqueles conteddos que
irao corroborar com as disciplinas de Calculo Diferencial e Integral.

Grupo PET-Engenharia Civil
Boa Vista-RR, Setembro de 2019.

‘PEI'.CML Pré-calculo para os ingressantes nos cursos de Engenharia e ciéncias exatas
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1 CONJUNTOS

Os objetos que constituem um conjunto sao denominados elementos ou membros
e sao comumente denotados por letras mindsculas: a, b, c, z ...

RELACAO ENTRE ELEMENTO E CONJUNTO: Um objeto a qualquer pode ser elemento
de um conjunto A.

DIZEMOS QUE ESCREVEMOS
a pertencea A agEA
a ndo pertencea A a €A

Um conjunto A pode ser representado também por uma propriedade ou condicao
(compreensao) de seus elementos. Por exemplo:

Propriedade 1: a € uma cor primaria.

Essa propriedade pode ser expressa pelo conjunto A = {azul, vermelho, amarelo}.
Assim, é indiferente dizer que a possui a propriedade 1 ou que a pertence a A (a € A).

RELACAO ENTRE CONJUNTOS: Consideremos dois conjuntos, B e C.

Se todos os elementos de B forem também elementos de C, dizemos que B & um
subconjunto de C ou que B esta contido em C (B c C).

Da mesma forma podemos dizer que C contém B (C o B).

Caso exista um elemento em B que nao pertence a C dizemos que B nao esta con-
tidoem C (B ¢ Q).

Da mesma forma podemos dizer que C nao contém B (C » B).

‘PEI'.CML Pré-calculo para os ingressantes nos cursos de Engenharia e ciéncias exatas



1.1 OPERACOES ENTRE CONJUNTOS
1.1.1 REUNIAO OU UNIAO DE CONJUNTOS

Dados dois conjuntos, A e B, a reuniao A U B & o conjunto formado pelos elementos
de A mais os elementos de B:

AUB={x|x€AouxE€ B}
Por exemplo, se A={3,6} e B={5,6}, entao AUB={3,5,6}..
OBSERVACAO:
Este “ou” da reunidao nao é o “ou” de exclusao da linguagem usual “vamos ao cinema

ou ao teatro”. Ele significa: sex€e AU B, entdaox €A ou x € B pertence a ambos, isto éx €
AU B, quando pelo menos uma das afirmacdes, x € A ou x € B, é verdadeira.

1.1.2 INTERSECAO DE CONJUNTOS

Dados dois conjuntos, A e B, a intersecao A N B é o conjunto formado pelos ele-
mentos que pertencem simultaneamente a A e a B:

ANB={x| x€Aex€B}
Por exemplo, se A = {2, 4, 6} e B={2, 3, 4, 5}, entdo AN B ={2,4}.
OBSERVACAO:

12) x € AN B quando as duas afirmagoes, x € A e x € B, sdao simultaneamente verda-
deiras.

28) Se AN B= @ (vazio), entdao os conjuntos A e B sdo chamados disjuntos.

1.1.3 PROPRIEDADES DA UNIAO E DA INTERSECAO

12) COMUTATIVA

AuB=BUA
An B=BnNA

22) ASSOCIATIVA
(AUB)UC=AU (BUC)

(ANB)NC=AN(BNC)

Grupo PET - Engenharia Civil / UFRR
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32) DISTRIBUTIVA

An(BUC)=(ANB)UANC)
AuBNCO=(AUBNAUCQC)

48) A c B éequivalentea A UB =B etambém é equivalentea AN B = A.

1.1.4 DIFERENCA ENTRE CONJUNTOS
De modo geral, a diferenca entre conjuntos é definida por:
A-B={x |[xEA e x ¢B}

Dados os conjuntos A ={0, 1, 3, 6, 8,9} e B ={1, 4, 9, 90}, podemos escrever o conjun-
to C formado pelos elementos que pertencem a A, mas que nao pertencem a B. Assim, C
= {O; 3, 61 8}

O conjunto C é chamado diferenca entre A e B e é indicado por A - B (lé-se A menos
B).

1.1.5 NUMERO DE ELEMENTOS DA UNIAO DE CONJUNTOS

O nimero de elementos da uniao de dois conjuntos é igual a soma do nimero de
elementos de cada conjunto, menos a quantidade de elementos repetidos.

1.2 CONJUNTO DOS NUMEROS NATURAIS

DEFINICAO: conjunto infinito formado pelos nimeros que permitem a contagem de
elementos. Trata-se do primeiro conjunto de numeros que foi utilizado pelos seres hu-
manos para enumerar objetos. Um (1), dois (2), cinco (5) e nove (9), por exemplo, sao ni-
meros naturais.

REPRESENTACAO: N

Conjunto dos Naturais:

N={o,1,23,..}

Ndmeros Naturais nao nulos:

N*=1{, 23, ..}.

‘PEI'.CIVIL Pré-calculo para os ingressantes nos cursos de Engenharia e ciéncias exatas



1.3 CONJUNTO DOS NUMEROS INTEIROS

DEFINICAO: conjunto infinito formado pela reunido dos nimeros naturais com seu
simeétrico aditivo.

REPRESENTACAO: Z

Conjunto dos inteiros: Z ={...,-3,-2,-1,0, 1, 2, 3, ...}.
Conjunto dos inteiros nao nulos: Z* ={..., -3, -2, -1,1, 2, 3, ...}.
Conjunto dos inteiros nao positivos: Z* = {..., -3, -2, -1}.
Conjunto dos inteiros nao negativos: Z* = {1, 2, 3, ...}.

OBS.: O conjunto dos Naturais & subconjunto dos inteiros (N c Z).

1.3.1 CONJUNTO DOS NUMEROS PARES E IMPARES

DEFINICAO: Um ndmero inteiro qualquer é dito par se, ao ser dividido pelo nimero
dois, resultar em um namero inteiro, caso contrario esse numero é dito impar.

Seja P o conjunto dos nimeros inteiros pares e | o conjunto formado pelos nimeros
inteiros impares, entao:

P={x€Z|x=2yy€eZl}
[={x€Z |x=2y-1y€EZ}

1.4 CONJUNTO DOS RACIONAIS

DEFINICAO: O conjunto dos nimeros racionais é formado por todos os niimeros que
podem ser escritos na forma de fracao (geratriz) com numerador e denominador inteiros
e denominador diferente de zero.

REPRESENTACAO: Q

Qz{%,aEZebEZ*}

Conjunto dos racionais: Q = {-2, -3/2, -1, -1/2, -1/4, 0, %, %,1, ...}.

Grupo PET - Engenharia Civil / UFRR PET CIVIL
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1.5 CONJUNTO DOS IRRACIONAIS

DEFINICAO: Conjunto formado pelos niimeros que ndo podem ser escritos na forma
de fracao pois possuem em suas formas decimais dizimas nao periodicas.

REPRESENTACAO: I , mas ndo existe uma notacao oficial.

1.6 CONJUNTO DOS REAIS

DEFINICAO: Da reunido do conjunto dos nimeros racionais com os hameros irracio-
nais obtemos o conjunto dos nimeros Reais.

REPRESENTACAO: R

R={.., -1, -0,225..., -0,5, O, 1, 2,0056..., ...}.

NcZcQcR

lIcR

‘PEI'.CML Pré-calculo para os ingressantes nos cursos de Engenharia e ciéncias exatas



1.7 CONJUNTO DOS COMPLEXOS

DEFINICAO: Conjunto formado pelos nimeros compostos por uma parte real e uma
imaginaria.

A unidade imaginaria que acompanha os nimeros complexos é indicada pela letra
i, atraveés da relacao:

[ri=-1ei%=-13[=+/-1

REPRESENTACAO: C

1.8 INTERVALOS REAIS

Intervalos Limitados (os dois extremos do intervalo sao finitos).

a) fechados:

Na reta:

Colchetes: [ 3, 7]
Desigualdades: {x € R | 3<x<7}

b) abertos:

Na reta:

3 7

Colchetes: 13,7 [ou(3,7)
Desigualdades: {x e R | 3<x<7}

Grupo PET - Engenharia Civil / UFRR PET CIVIL
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c) mistos:
Na reta:

Colchetes: [3,7[ou[3,7)
Desigualdades: {x € R | 3<x<7}

Intervalo Ilimitado (quando pelo menos um dos extremos nao é finito).

a) na reta:

colchetes: [ 7,+o0[ ou [7,+0)

desigualdades: {x e R | x> 7}

b) na reta:

Il

-3

colchetes: (- ©,-3)ou |- «,-3 |

desigualdades: {x e R | x < -3}

) na reta:

colchetes:] - o0,-3[ U [8,+[
desigualdades: {x e R | x<-30u x> 8}

‘PEI'.CIVIL Pré-calculo para os ingressantes nos cursos de Engenharia e ciéncias exatas



EXERCICIOS

1- (DANTE, 2013) Represente o conjunto formado pelos possiveis valores de x em cada
item.

a)xENex<3
b)x€Zex>-2
c)xeENex<1
dyx€eZe-2<x<3
e)xENex<O0
Hlx€eZex<O0

2- (PUC-RIO, 2010). Sejam x e y nameros tais que os conjuntos {0, 7, 1} e {x, y, 1} sdo
iguais. Entao, podemos afirmar que:

A)x=0ey=5
B)x+y=7
Ox=0ey=1
D)x+2y=7
E)x=y

3- (ITA, 2002). Sejam A um conjunto com 8 elementos e B um conjunto tal que A U B
contenha 12 elementos. Entdo, o nimero de elementos de P(B \ A) U P() é igual a:

a)8
b) 16
c) 20
d) 17
e)9

OBS: Se X & um conjunto, P(X) denota o conjunto de todos os subconjuntos de X.

% ={x €A;x¢B}

4- (UEL, 1995) Dos 30 candidatos ao preenchimento de 4 vagas em certa empresa,
sabe-se que 18 sao do sexo masculino, 13 sao fumantes e 7 sao mulheres que nao fumam.
De quantos modos podem ser selecionados 2 homens e 2 mulheres entre os nao fuman-
tes?

a) 140 d) 3780
b) 945 e) 57120
c) 2380
d) 3780
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o)



py)

5- (AFA, 1998). Em um grupo de n cadetes da Aeronautica, 17 nadam, 19 jogam bas-
quetebol, 21 jogam voleibol, 5 nadam e jogam basquetebol, 2 nadam e jogam voleibol, 5
jogam basquetebol e voleibol e 2 fazem os trés esportes. Qual o valor de n, sabendo-se
que todos os cadetes desse grupo praticam pelo menos um desses esportes?

a) 31
b) 37
c) 47
d) 51

6- (UFPB, 1980). Sejam os reais y1 = 0,333..., Y2 = 5,0131313... € y3 = 0,202002000....
Além disso, considerem-se as somas S1 = y1+y2, S2 = y1+y3 e S3 = y1+y2+y3. Entdo, pode-
mos afirmar:

a) y1 é irracional
b) y2 é irracional
c) S1 éirracional
d) S2 é irracional
e) S3 é racional

7- (DANTE, 2013) Considere trés conjuntos A, B e C, tais que: n(A) = 28, n(B) = 21, n(C)
=20,n(ANB)=8,n(BNC)=9,n(ANC)=4en(ANBNC)=3. Assim sendo, o valor de n((
AUB)NC)é:

Q
~

3
10
2

=J
~

o
o

21
24

Q.
~—

)

8- (UDESC, 1996). Seja A o conjunto dos naturais menores que 10 e seja B outro con-
juntotalque A B=AeA Béoconjunto dos pares menores que 10. Entao o conjunto B é:

a) vazio

b)ANB

o) {xeN|x<10}

d) {x € N | x é par}

e) qualquer conjunto de nimeros pares que contenha A N B.

9- (ITA, 2017) Denotemos por n(X) o nimero de elementos de um conjunto finito X.
Sejam A, B e C conjuntos tais que n(AUB) =8, n(AuUC)=9,nBuUC) =10, n(AUuBUDQCQ)
= 2. Entdo, n(A) + n(B) + n(C) é igual a:

amn b)14 c¢)15 d)18 e)25
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2 RELACOES E FUNCOES

2.1 CONCEITOS BASICOS
2.1.1 DOI\/\I'NIO, CONTRADOMINIO E CONJUNTO IMAGEM

Dada uma funcao fde A em B, o conjunto A chama-se dominio da funcao e o con-
junto B, contradominio da funcao. Para cada x € 4, o elemento y € B chama-se imagem
de x pela funcao fou o valor assumido pela funcao fparax € A, e o representamos por f
(x). Assim, y = f(x).

A B

O conjunto de todos os y assim obtidos & chamado conjunto imagem da funcao fe
é indicado por Im(f).

Observagdo: Em toda fungdo f de Aem B, Im(f) C B..

2.1.2 FUNCAO PAR E FUNCAO IMPAR
Funcao par:

Dada uma funcao y=f{x) talfe Rque, diz-se que & uma funcao par se f(-x)=f(x) , para
todo x no dominio de f. O grafico de uma fungao par é simétrico em relacao ao eixo y.

Exemplo:
fe)=1-x*

Parax € R, temos:

f(x)=1-(-x)*=1x"= f(x)
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Note a simetria em relacao ao eixo y:

-05T

Funcao impar:
Dada uma funcao y=f{x) tal que fe R, diz-se que & uma funcao impar se f (-x) = -f(x)

, para todo x no dominio de f. O grafico de uma funcao impar é simétrico em relacao a
origem.

Exemplo:

flx)=x"+x

Para todo x € R, temos:

J()=(X)"+(-x)=-(x*+x)=- f[x)

Note a simetria em relacao a origem:

X - -
\ 29
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2.1.3 I:UNC;C)ES INJETIVAS, SOBREJETIVAS E BIJETIVAS

Injetivas:

Dada uma funcao f€ R, ela € denominada injetiva, ou injetora, se, para dois pontos
pontos x e y do seu dominio, com x # y, se obtiver, necessariamente:

f)2f0)

Pode-se observar que nem todas as fungdes apresentam essa propriedade. A exem-
plo da funcao f(x)=x? , na qual & possivel verificar que nimeros reais diferentes podem
levar a mesma imagem.

O diagrama a seguir apresenta a funcao ginjetiva, pois, para todo x ey do seu domi-
nio, com x#y , tem-se que g(x)#g(y).

Sobrejetivas

Dada uma funcao f€e R, ela € denominada sobrejetiva, ou sobrejetora, se o seu con-
tradominio for igual a sua imagem. Como exemplo de funcao sobrejetiva, pode-se citar
a funcao f (x)=x+1 , na qual, dado o dominio A e o contradominio B, tem-se a seguinte
relacao:

A B

f

» 0
> |
> 2
» 3

b = O =

A partir do diagrama, pode-se verificar que o contradominio B é igual a imagem da
funcao f analisada, uma vez que nao ha nimeros sobrando em B.
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Bijetivas:

Uma funcao é denominada bijetiva ou bijetora se apresentar as caracteristicas das
funcgoes injetoras e sobrejetoras simultaneamente.

Dados os conjuntos A = {1; 2; 2,5; 3; 7} e B = {4; 8; 10; 12; 28} e a funcao A—B f(x)=4x
, 0 diagrama a seguir apresenta as relacoes entre os elementos dos conjuntos.

Verifica-se, entao, que a funcao é tanto injetiva quanto sobrejetiva, sendo, portanto,
classificada como bijetiva.

2.2 TIPOS DE FUNC;@ES
2.2.1 FUNCAO INVERSA

De modo geral, para uma funcao f, pode-se dizer que sua inversa f! é a funcao que
desfaz a operacao realizada por f. Uma funcao inversa tem como objetivo a criagao de
funcdes a partir de outras, logo, uma funcao s sera inversa caso seja bijetora, ou seja,
seus pares ordenados devem apresentar a seguinte relacao com a funcao f:

(xy)EfroX)ES.

Para o exemplo de funcao bijetiva apresentado anteriormente, a podem-se determi-
nar os seguintes pares ordenados:

[FA4); (2:8); (2,5:10); (3;12); (7;28)}

Tem-se que a funcao analisada é bijetiva, uma vez que cada elemento de A (domi-
nio) esta ligado a um elemento diferente no conjunto B e ndo ha elementos sobrando em
B. Logo, pode-se afirmar que, por ser bijetiva, a funcao admite inversa.

A sua funcao inversa é indicada por f? : BoA e, para determina-la, é necessario rea-
lizar a troca entre x e y na funcao y = 4x . Desse modo, tem-se: x=4y — y=x /4, portanto

f1(x)= % A figura a seguir apresenta o diagrama da funcao f*
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Note que o dominio inicial da funcao se torna a imagem da funcao inversa, assim
como o contrario também é verdadeiro.

Exemplos:
Fungdo Funcgdo inversa | Inverso de fungdo
y=f(x) y=f(x) y=Ifx)]-*
x 3
y=2x+3 VEg g y=—1
2z 2x+3
1
y=a* y:[ogax V=—
a
y=sen x y=arcsenx y= 1
sen x

2.2.2 FUNCAO EXPONENCIAL

DEFINICAO: Funcao Exponencial é aquela cuja variauel esta no expoente e cuja base
é sempre um valor positivo diferente de 1.

Dado um nimero real positivo e tal a#1 que . Determina-se a funcao exponencial

de basea, f R—> R, f(x)=a*, como uma funcao que apresenta as seguintes proprieda-
des, para todos x e y reais:

1) a* a’=a”

2) f{1)=a’=a
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Exemplos:

f=4,  f)=(01) fix)=(%)"

. ~ ~ 2 P
Nos exemplos acima as bases das fungdes sdo: 4, 0,1 e =, enquanto x € o expoente.

CLASSIFICACAO:

Quando as fungdes exponenciais apresentam bases cujos valores sao maiores que
1, essas fungdes sao denominadas crescentes. Ja as fungdes cujas bases sao menores do

que 1sao denominadas decrescentes.

GRAFICO:

A seguir, serao analisados os graficos de dois casos de fung¢des exponenciais, o pri-

meiro com base maior que 1 e o segundo com base positiva menor que 1

12) f(x)=2% ou y=2% ou seja, a>1
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29) ) flx)=(5)* ou y=(—)% ou seja, O< a< 1

3| BT6T6T |66 RG]
IR EEEIE

Em geral, pode-se observar o seguinte comportamento do grafico da funcao f{x)=a*
para a>1 eO<a< 1:

N
fx)=a" Y f)=ax@>1)
(0<ax<1)
1
X
>
0]
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A partir da analise dos graficos, pode-se concluir os seguintes pontos acerca das

funcdes exponenciais:

« 0O grafico é denominado curva exponencial e sempre passa por (0, 1);

0O grafico nunca alcanca o eixo x, ou seja, , f(x)=a* nao assume o valor zero (ndo
existe x real tal que f (x)=0);

« Uma vez que deue ser um namero real positivo, o grafico de f (x)=a* nao apre-
senta pontos nos quadrantes Ill nem 1V;

- A funcao exponencial é ilimitada superiormente;
- A funcao exponencial € sempre bijetiva e, logo, admite funcao inversa;
e f(nx)=(f(x))" para todo n inteiro e x real.

OBSERVACAO: Com as ferramentas de Calculo |, é possivel realizar uma melhor ana-

lise sobre o comportamento do grafico.

2.2.3 LOGARITMO E FUNCAO LOGARITMICA

Nesta secao serao apresentadas situacdes que podem ser modeladas pela inversa

da funcao exponencial estudada anteriormente, a funcao logaritmica.

DEFINICAO: Dados dois nameros reais positivosaeb, coma# 1,seb = ac)entéo o

expoente ¢ chama-se logaritmo de b na sua base a, ou seja:

logab=c<a=b, com ae b reais positivos ea # 1
Onde: a é a base do logaritmo, b & o logaritmando e c é logaritmo.

Observacao: quando a base do logaritmo for 10 pode-se omitir a base, escrevendo-

-se apenas log b.

PET CIVIL
‘ ]

2.2.3.1 CONSEQUENCIAS DA DEFINICAO DE LOGARITMO

1) log_1=0, pois a°=1
2) log a=1, poisa'=a
3) log,a"=n, poisa" = a"

)alogan

N

=n, poislog n=m= aM=pn= glo8an —p

5) log. m=log n = m=n, pois a logam — n = m=n
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2.2.3.2 PROPRIEDADES OPERATORIAS DOS LOGARITMOS
[) Produto
O logaritmo do produto de dois niUmeros positivos é igual a soma dos logaritmos
de cada um desses niimeros em uma mesma base, ou seja, dados a, b, ¢c R+, com a#1,
tem-se:
log (b.c)=log b+log c
Exemplo:log _ (b.c)=log_b+log c
log, (3.9)=log, (3.3* )=log, 3°=3

log, (3.9)=log, 3+log, 3= 1+2=3

) Divisao
O logaritmo do quociente de dois niUmeros positivos é igual a diferenca entre os
logaritmos desses nUmeros em uma mesma base, ou seja, dados a, b, ¢ R*, com a#1, tem-

-Se.

loga(%)zloga b -log c

Exemplo: log, (£)=log, (&)= log, 3 '*=-2

log, (z7)=log, (37)=

log,3 -log, 3°=-2

[Il) Poténcia

O logaritmo de uma poténcia é igual ao produto do expoente pelo logaritmo da
base da poténcia.

log b"=n.log b
Exemplo: log, 7° =log, 7.7.7= 3.log, 7

Observacao: Pode-se utilizar essa mesma propriedade para o logaritmo de uma raiz,
sendo b um namero real positivo:

loga“\/b=10g3 b= %.logab
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2.2.3.3 MUDANCA DE BASE

A operacao de mudanca de base é realizada quando se deseja reescrever um loga-
ritmo com uma base diferente.

log b
log.b = log_a
log .27 log, 33
Exemplo: log 27 = 98;27 _ %8s =3
log.,9 log , 3° 2

Observacao: caso particular, se c =b.
log,. b 1
log, a log a

log. b=

= log, b.log, a=1

2.2.3.4 COLOGARITMO

Cologaritmo pode ser definido como o inverso do logaritmo, ou seja, &€ o logaritmo
do inverso do logaritmando:

colog b=-log b= loga%

2.2.3.5 FUNCAO LOGARITMICA

A funcao logaritmica é a inversa da funcao exponencial de base a que associa a
cada namero real positivo x o nimero real log x , denominado logaritmo de x na base a.

DEFINICAO: Uma funcao f :R*, >R & denominada funcao logaritmica quando existe
um nuamero reala, coma > o0ea # 1, tal que paratodo .

Assim, deve-se elevar a base a ao expoente para se obter x.

y=logx & a’=x
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2.2.3.6 GRAFICO DA I:UNC;AO LOGARITMICA
Caso1:a >1 afuncao logaritmica é crescente

(x,>X, (&) log_ x, >log x, )
/]

log_x.-

Iogax;

Caso 2: 0 <a < 1> afuncao logaritmica é decrescente

(x,>x, (&) log x, <log x, )

AN

(Y

N ——

log_X.-

A partir da analise dos graficos e da definicao de funcao logaritmica, pode-se con-
cluir os seguintes pontos:

« 0O grafico da funcao logaritmica sempre passa pelo ponto (1, 0);
« 0O grafico da funcao logaritmica nunca toca o eixo y;
« A funcao logaritmica é ilimitada tanto superiormente, quanto inferiormente;

- Sea>1,afuncao logaritmica é crescente e os nimeros acima de 1tém logaritmos
positivos e nUmeros entre 0 e 1 possuem logaritmos negativos;

« Seo0<ac<1, afuncao logaritmica é decrescente e os numeros maiores que 1 tém
logaritmo negativos e os nimeros entre 0 e 1 possuem logaritmo positivo;

- A funcao logaritmica é sobrejetiva, pois, para qualquer namero real b, existe
sempre um tnico numero real positivo correspondente x tal que log_x=b . E tam-
bém injetiva, pois nimeros positivos diferentes apresentam valores de logarit-
mos diferentes. Logo, a funcao logaritmica € uma funcao bijetiva.

Obs.: Essas observacdes prouvém do estudo do calculo.
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2.2.3.7 LOGARITMO NATURAL

E o logaritmo cuja base é e (euler), denominado em homenagem ao matematico sui-
co Leonhard Euler, sendo este um nimero irracional e transcendente, assim como o .

O nimero de Euler pode ser determinado de diversas formas, nas quais nao se en-
trara em detalhes, e vale aproximadamente 2,7183.

Para representarmos o logaritmo na base e utilizamos In no lugar de log, isto &, log,
x = Inx

Desafio: Seja

a=log (tan 1°) + log (tan2°) + log (tan 39)...
+log(tan 87°) + log (tan 88°) + log (tan 89°).

Quanto vale a?

2.2.4 FUNCAO MODULAR

Denomina-se fungao modular a funcao f, de R em R, tal que f(x)=|x|. Assim:

Ix| = X, sex=>0
—X, sex <0

Exemplo:

Dada a funcao f(x)=|2x - 8|, calcular f(x) para x=5:

f(5) =|2-5-8| = |10- 8| = |2| = 2

2.2.4.1 GRAFICO DE UMA FUNCAO MODULAR

Vamos construir o grafico da funcao f(x)=|x-2|-1.

12 definigao: 22 definigdo:
x—220 x—2<0
x=2 x <2
[x—2]—-1= [x—2]—-1=
x—2-1= —-(x-2)-1=
x—3 —-x+1
= _Jx—3,sex=2
Entaof(x)—{_x+ 1,sex<?2
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Pela segunda definicao:

D 1 x
( 6

1 -

9 -

I 1 x
-2 3

-2
Unindo os dois graficos, temos:

T X
-2 B

Im(f)={y eRly=-1}eD(f) =R

2.2.5 FUNCAO DE 1° GRAU

Uma funcao polinomial do 12 grau, ou funcao afim, pode ser definida como qualquer
funcao f de R em R que pode ser escrita seguindo a lei de formacao f(x)=ax+b, onde ae
b sao nimeros reais dados, com a#0, e x uma variavel.

Na funcao f(x)=ax+b, o nUmero a € chamado de coeficiente dex e o nimero b é cha-
mado de termo constante.

Exemplo: f(x)=4x+2,a=4 e b=2

A representacao grafica de uma funcao do 1° grau € uma reta. Ao anlisar a lei de for-
macao f(x)=ax+b, é possivel notar a dependéncia entre x e f(x). O valor de a indica se a
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funcao é crescente ou decrescente e o valor de b indica o ponto de interseccao da funcao
com o eixo y no plano cartesiano.

A funcao é crescente quando, na medida que o valor de x aumenta, os valores cor-
respondentes a y também aumentam, e decrescente quando os valores de y diminuem.
Exemplos podem ser observados abaixo:

Funcao crescente

Funcao decrescente

b

~
0 \ 9

Exemplo:

Para construir o grafico de uma funcao y=3x-1 sabendo que o grafico & uma reta,
basta obter dois pontos e liga-los.

Para x=0, temos y=-1, portanto o ponto & (0,-1).
1
Para y=0, temos x = % , portanto o ponto é <§, 0) .

Marcando os pontos no plano cartesiano e ligando eles com uma reta, obtém-se o
grafico:

wi|—

Como pode ser observado, o grafico de uma funcao afim & uma reta.

Obs.: O coeficiente de x, a, € chamado coeficiente angular da reta e esta ligado a in-

clinagdo da reta em relagdo ao eixo Ox. O termo constante b € chamado coeficiente linear
da reta e € a ordenada do ponto em que a reta corta o eixo Oy.
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2.2.6 FUNCAO QUADRATICA

DEFINICAO: Uma funcao f: R - R chama-se quadratica quando existem nimeros
ab,c ER ,com g # (0, talque

f(x) =ax?+bx +c, Vx €eR

O grafico de uma funcao quadratica € uma parabola que tem concavidade para cima
se a> 0 ou concavidade para baixo se a < 0.

2.2.6.1 RAIZES DA FUNCAO QUADRATICA

No capitulo de polinémios, discutiu-se a obtencao das raizes de um polindmio de
grau n, seja pelas formulas de Girard, seja pelo método da pesquisa de raizes. Vejamos
algumas formas de determinar as raizes de uma funcao quadratica:

Formula de Bhaskara

As raizes da equacdo qx2 + bx + ¢ = 0580: 5 — M

2a

Em que A= h? — 4qc é chamado de discriminante da funcéo.
SeA > 0, ha duas raizes reais distintas x’ # x'' .
Se, A = () asraizes reais sao iguais x' = x' .

Se A < 0, afuncao nao tem raizes reais.

Relacoes de Girard

Como ja visto anteriormente, a soma e o produto das raizes de uma equacao de se-
gundo grau daforma gx2 + bx + ¢ = ( éigual a:

Soma=S=x"+x"=——
a
/ 17 ¢
Produto =P =x"-x" =—
a
Nesse caso, o processo é feito por tentativa.
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2.2.6.2 VERTICE DA PARABOLA E VALOR MAXIMO OU MINIMO

A determinacao do vértice da parabola permite determinar a imagem da funcao,
além do seu valor maximo ou minimo.

———————

Uma das maneiras de determinar o vértice da parabola é utilizando-se da simetria
dessa funcao, outra forma é por meio de formulas. Vejamos o calculo do vértice para a
funcao.

12 modo:

Calculando as raizes obtemos x' = 0 e x'= 4 com a=2>0, ou seja, concavidade da
parabola para cima. A partir da simetria das raizes com relacao a um eixo vertical, temos
que a posicao do vértice em x, X, &

x'+x" 044
x = = =
v 2 2

Substituindo x em f obtemosy_dai
v =) =f(2)
=2.22-8-2
= -8
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Entdo, o vértice é o ponto (2,-8).2

Como o valor minimo é y=8, entdao Im(f) = {y € R| y = 8}. Nao havendo valor
maximo para a funcao.

Generalizando: dada a funcdo f: R — R tal que f(x) = ax®+ bx + ¢, com a#0, se
V = (x,,y, ) & o vértice da parabola correspondente, temos:

a>0 y, éovalorminimode f & Im(f) ={y eR|y = y,}.
a <0<y, 6éovalormaximode f & Im(f) ={y eR| y <y,

22 modo:

Outra forma de obter as coordenadas do vértice é pela formula:
V= b A
~\ 2a’ 4a

A=(—8)2—4-2-0=64

- -8 64 _ (2.-8)
S\ 22" 4.2 Y

Para o nosso exemplo:

2.2.7 FUNCOES COMPOSTAS

DEFINICAO: Dadas duas fungdes fe g, a fungdo f o g composta (também chamada
f bola g) é definida por
(f o @) = f(g(x))

Em geral, para qualquer que seja as funcgoes f e g, inicia-se com um ndmero x dentro
do dominio de g, ap0s isso, pode-se encontrar sua imagem g(x). Se este nUmero encon-
trado estiver dentro do dominio de f, pode-se determinar o valor de f(g(x)).

Grupo PET - Engenharia Civil / UFRR PET CIVIL

o)



40

Vejamos um exemplo: Se g — {x ER| §< x < 5} ou <§,5), encontre as fungdes

compostas f o g e gof .

Temos

(feg)x) =f(g) =
flx—3) = (x—3)?
(go ) =g(f(x)) =
g(x?)=x%2-3

2.2.8 INEQUACOES

Inequacao é uma expressao matematica que tem como objetivo expressar desi-
gualdades. Para tanto, fazemos o uso dos sinais

< :menor que

\Y

: maior que

IA

: menor que ou igual

v

: maior que ou igual

Ao contrario das equacodes, a solucao de uma inequacao nao necessariamente
consiste em um Unico valor, podendo ser dada por intervalos. Vejamos em um exemplo
como resolver uma inequacao.

2.2.8.1 INEQUACAO DE 1° GRAU

Exemplo:
a) 2x-300 >0

Esse problema nao apresenta dificuldades por se tratar de uma Unica equacao de
grau 1. Entdo, basta prosseguir como se faz com equacgdes para encontrar a solugao.

2x > 300

x >300/2

x> 150

Escrevendo em forma de intervalo:

{x€ (150,+00)}

3x—4>0
b){—x+520'paraXER

Resolueu-se separado cada uma das inequacdes e pegou-se o intervalo que satisfaz
ambas como solugao. Vejamos:

4
3x—4<0=> §;={x€ [R{|x>§}

—-x+5>0=> S5, ={x € R|x <5}
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Tomando a intersecao dos conjuntos

s—{emz < <5} (45)
= X |3 x =5¢ou (3,

Pode-se observar graficamente na figura abaixo.

4 5
3
2.2.8.2 INEQU/—\(;(N)ES - PRODUTO E INEQUA(;CN)IEQ - QUOCIENTE
A resolucao aqui & mais complexa, pois exige a analise do sinal dos termos da ine-
quacao em todo o seu dominio.
Exemplo:
Inequacao-produto: (x-2)(1-2x)<0, para x €R.
Utiliza-se outra metodologia para abordar esta desigualdade, nao sendo aconse-
lhavel tentar resoluer separadamente os termos para a desigualdade < 0, pois os termos

se multiplicam. Devemos proceder de outra maneira: representando graficamente as
equacoes e fazendo a analise de sinal ao longo de todo o dominio.

fx)=x-2 | glx)=1 - 2x

"

1

() |
h:|—a;

Representando na reta real e lembrando que no produto f(x) - g(x), fazemos “jogo

de sinais” com as fungdes da mesma forma que fazemos com nameros.
1

7.0
fix)

glx)

flx) = glx)

O
@

___-______-___,.
O
r

} |—-u EEEE EE T ettt 1
[T

Logo, os intervalos que nos interessam sao dois e escrevemos:

1
S={x€ R|x Sioux > 2}

A resolucao das inequacgdes-quociente se da de modo analogo.

Grupo PET - Engenharia Civil / UFRR PET CIVIL

o)



42
2.2.8.3 INEQUACAOQ DE 2° GRAU

Nesse caso, a analise de sinal é feita a partir da parabola resultante da funcao quadratica.

12 caso: A >0

a) a > 0 (concavidade para cima)

fx>0 |[ I| fx)>0
TX'IWX' I >

fx<o

f(x)=0 para x=x" ou x=x'
f(x)>0 para x<x" ou x>x'
f(x)<0 para x""<x<x'

b) (concavidade para baixo)

f(x)=0 para x=x""ou x=x'
f(x)>0 para x"'< x< x'

f(x)<0 para x< x" ou x> x'

Outra forma representativa dos sinais é dada abaixo:
1%caso: A >0
a)A>0ea>0

y
.-'\”'._

b)A>0ea<o

LR

.,
F
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2%caso: A=0
a)A=0ea<o

b)A=0ea<0

3%caso: A< 0

a)A<0ea>0

e

¥ _' g -
X X

f(x)=0 para x=x'=x""

f(x)>0 para xzx'

f(x)=0 para x=x'=x"

f(x)<0 para x#x'

f(x)>0 para todo x real

f(x)<0 para todo x real
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EXERCICIOS

Funcoes

1- Considere g uma funcao da forma g(x) =ax+b,comx€R .Seg(-2)=-4e2g(3) =

12, os valores de a e b sao, respectivamente:

a)-Y%eo
b)oe %
c)o
d) %e

e2
e)2e0

2- A funcao f satisfaz f{2x + 3) = 3x + 2 . Nestas condicodes, f{(3x + 2) € equivalente:
a)2x +3

b) 3x + 2

c)(2x +3)/2

d) (9x +1) /2

e)(9x-1)/3

3- Sejam f e g as funcgodes tais que f{x) =2 x?-4eg(x)=4x?-2x, se x satisfaz f{x) =g(x),

entao 2x é:

cLooge
X & o~

~— —

4- (DANTE, 2013) Dada a fungao f: R — R definida por f(x) = |3 - x| + 4, definida por,

calcule:

PET CIVIL
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5- (DANTE, 2013) Construa o grafico da fungao f(x) = /3 - x/ + 4 definida por e deter-
mine a D(f) e Im(f).

6- (DANTE, 2013) Resolua as equacgdes:

a)|6-x|=10 b) |3x - 1| =5
0 l4x-1=-3 d)|x*+6x-1=6
e)|x*-5x| =6 f)|x2-6|=-1
g) x? - 4/x|-5=0 h)Ix-4 =0

7- (DANTE, 2013) Determine o valor de m para que o grafico da funcao f (x)=2x+m-3:
a) intersecte o eixo y no ponto (0, 5);

b) intersecte o eixo x no ponto (3, 0).

Logaritmo e funcao logaritmica

8. (UFRN, 2006) Se Se log_x=1e log, y=3, com x e y inteiros maiores que 1, ent3o:

9. Considere a igualdade: b - a = 5. Dessa forma, pode-se afirmar que:

a) 10
)
) 32
) 64
e) 128

o o
N
Ul

Q.
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10. (DANTE,2013) Se log E=2 loga+3 logb - logc - logd , entdo E é igual a:
a) a’>+b3-c-d

b) a? b3-cd

a’b?

cd

d) a’b’d
c

e) a’b’cd

0

11. Sejam as seguintes igualdades dadas 4=A e 6 = B, entao o valor 5 é:

a) VAB

b) (A+ B)/2
) (A B)/2
d)1
e)1

12. (FUVEST, 2009). O nimero real a € o menor dentre os valores de x que satisfazem

a equagdo 2 log,(1+V2x)-log,(V2x)=3 . Entao, logﬂ%} éigual a:

PET CIVIL
‘ ]

a) /4
) /2
)1

) 3/2
)

e)2

(=

Q 0N

13. (Mackenzie - SP, 2002). O produto log, 3. log, 4.log, 5..log,, 63.log, 64 € igual a:
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14. (FUVEST, 1994). O nimero real x que satisfaz a equacao log, (12-2)=2x é:

15. (UNICAMP, 2011). Resolva o sistema

log,x log, y=4
x-y=8

16.(VUNESP, 1996) Em que base o logaritmo de um nimero natural n, n > 1, coincide
com o proprio nimero n?

a)n"
)1/n
) n/2

)n

(=)

aQ 0N

e) n'/n

17. (DANTE, 2013) Considerando a + b* = 70ab, calcule o valor da expressao:

log, _%’L em funcado de m=log. 2 e n=log, 3

18. (DANTE-2013) Sejam x, y e z nimeros reais positivos tais que seus logaritmos
numa dada base k sao nimeros primos satisfazendo

log, (xy)=49
log, (x/z)=44

Entao, log, xyz é igual a

a) 52 b) 61
c) 67 d) 80
e) 97
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Inequacgoes de 12 grau
19. (DANTE-2013) Resolua, em R as inequacgoes:
a) 3-4x>x-7

- Y«

4 10
c) 1<x+1<5

d) { 5-2x<4
x-5<1-x

e) (2x+1)(x+2)<0

b) X 3(x-1)

f) (x-1)(2-x) (x+4)<0
2x-3 20

1-x

h) (x+1) (x+4) ~0
x-2

20. (Vunesp, 2014) Duas pequenas fabricas de cal¢ados, A e B, tém fabricado, res-
pectivamente, 3 000 e 1100 pares de sapatos por més. Se, a partir de janeiro, a fabrica
A aumentar sucessivamente a producao em 70 pares por més e a fabrica B aumentar
sucessivamente a producao em 290 pares por més, a producao da fabrica B superara a

producao de A a partir de:

PET CIVIL
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a) marco b) maio c) julho d)setembro

Inequacoes de 22 grau

21. (DANTE, 2013) Estude o sinal das seguintes fungdes quadraticas:

a) flx)=x*-3x-4
b) flx)=x*-4

22. (DANTE-2013) Resolua as seguintes inequacdes do 22 grau em R:

a) 3x%-10x+7<0

b) -4x>+9>0

) 3(x-1)-6x=>2-2x(x-3)
d) -2x2-x+1<0

Pré-calculo para os ingressantes nos cursos de Engenharia e ciéncias exatas
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Funcao par e impar
23. Classifique as fungdes a seguir em pares, impares ou sem paridade:

a) flx)=4x
b) f{x)=x*-1%
C) flx)=x?-3x+8

Funcao injetiva, sobrejetiva e bijetiva

24. De acordo com a figura abaixo que representa uma funcao, marque a alternativa
correta:

A _f B
1 2
3 » 18
5 —» 50
7 08

a) f(x) = 2x + 2; Bijetora
b) f(x) = x* + 2; Injetora
c) f(x) = 2x?; Sobrejetora
d)
)

e) f(x) = x*; Injetora

f(x) = 2x? Bijetora

25. Verifique se as fungdes sao injetoras, sobrejetoras ou bijetoras:

a)frA-B

> |
» 3
» 5

>/

N B O
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b)fA-B

N B~ O

Funcao de 12 grau
26. Classifique as fungdes seguintes em crescente e decrescente:

a)y=2x+4
b) f(x) =-x+8
Oy=x+2)4-(x-1)6

27. Determine os zeros das funcdes a seguir:

a))y=>5x+4
b)y=-2x
) f(x) = % +8

28. O grafico da funcao f{x) = px + n passa pelos pontos (-1, 3) e (2, 7). Qual o valor de
p?

Raizes da funcao quadratica

29. Determine o valor de m positivo para que a equacao x?-2mx+(m+1)=0 tenha uma
raiz igual ao triplo da outra.

30. Para que valores reais de k a funcao f(x)=(k-1)*-4x-1 nao admite raizes reais?

31. Para que valores reais de k a funcao f{x)=kx?-6x+1 admite raizes reais e diferen-
tes?
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Vertice da parabola e valor maximo ou minimo

32. Determine a Im(f) e o valor maximo ou minimo da funcao quadratica f{x)=x?+8x-4.
33. Determine m de modo que a funcao f{x)=(3m-1) x?-5x+2 admita valor maximo.

34. A trajetoria da bola, em saque “copinho” durante jogo de udlei, descreve uma
parabola. Supondo que sua altura h, em metros, t segundos apds o saque, seja dada por

h=-t+6t, reponda:

a) Em que instante a bola atinge a altura maxima?

b) Qual é a altura maxima atingida pela bola?

35. Faca o esboco do grafico das seguintes fungdes quadraticas e determine o con-
junto imagem de cada uma delas:

a) flx)=x’+4x+3

b) f(x)= - xX*+6x-9

36. A reta, grafico da funcao f(x)=3x-1 e a parabola, grafico da funcao g(x)=x*-x+2,
tém pontos comuns? Se tiverem, descubra quais sao.

37. Dada a funcao quadratica f{x)=2x?-x-3 , determine:

a) se a concavidade da parabola definida pela funcao esta voltada para cima ou para
baixo;

b) os zeros da funcao;

c) o vértice da parabola definida pela funcao;

d) a intersecao com o eixo x;

e) a intersecao com o eixo y;
f) o eixo de simetria;

g) Im(f);

h) o esboco do grafico.

Grupo PET - Engenharia Civil / UFRR PET CIVIL

o)



52

Funcao composta

38. Se f{x)=\/x e g(x)=\/(2-x) , encontre cada uma das funcdes e seus dominios.

a) fog
) gof
Q) fof
d) gog

(=)

39. Encontrefogoh.

a) flx)=3x-2, g(x)=sen x,
h(x)=x?

b) ) =\/x-3.9(x)=x’,
h(x)=x"3+2
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3 POLINOMIOS

3.1 DEFINICAO

O Polindmio é expresso de toda forma:
n n-1 2
a x'+a  X"'+..+a,X+a x+a,
em que:
e a,a

a a,a,a,sao nimeros complexos (C) chamados coeficientes;

n” “n-1’7 n2T27 0

e neEN*,;

+ 0 maior valor do expoente de x, com coeficiente nao nulo, & denominado grau
do polindmio.

Exemplos:

a) V4 x°4+2x%49: possui grau 6 (polinédmio de 62 grau).

b)-2x*+(3-i)x: possui grau 4 (polindmio de 42 grau).

Conforme a definicao, nao sao consideradas expressdes polinomiais:
C) X5+6, pois o expoente -5¢ N

_ . 2
d) x ~+3x, pois 0 expoente —&N.

Observacao: E possivel perceber que);? +6 e "Vx? +3x e sdo representacdes idénti-
cas ao exemplo c) e d), respectivamente. Portanto, também nao sao consideradas exem-
plos de polindmios.

3.2 REPRESENTA(;AO
Seja p(x) um polindmio de 22 grau, portanto:
p(x)=2x*+8.

E perceptivel semelhanca com a notacao de funcdo, ja que esta expressao represen-
ta uma funcao polinomial de 22 grau.

Sendo p(x) um polindmio de grau n, a representacao do grau da expressao polino-
mial é:

gra(p)=n
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3.3 VALOR NUMERICO DE UM POLINOMIO

O valor numeérico de um polinémio p(x) &€ o valor encontrado quando é dado um
valor para xeC.

Exemplo:
O valor numérico de p(x)=x?-2x+6 para x = 3 é
p(3)=3%-2(3)+6=9-6+6=09.
Logo, p(3) = 9.

3.3.1 POLINOMIO IDENTICAMENTE NULO
Quando o valor numérico de um polinémio
p(x)=a x"+a_ X"+ ..ta,x’+a, x+a,

é nulo para todo x possivel, identificamos o polinédmio como identicamente nulo.
Contudo, isso s6 é possivel se a =a, ,=---=a,=a,=0 Temos, entao:
p(x)=0V x€ C (para qualquer valor de x nos complexos.).

Portanto, como todos os coeficientes do polindmio sao nulos, nao é definindo
grau para ele.

3.3.2 RAIZ DE UMA FUNC;Z\O POLINOMIAL
E dito que é raizde um polinémio se

Exemplo:

Seja p(x)=2x*-14x+20 , temos:

p(5)= 2(5%)- 14(5)+20

=50-70+20=0.

Logo, 5 é raiz de p(x).

p(3)=2(3%)- 14(3)+ 20
=18-42 +20 = -4.

Logo, 3 ndo é raiz de p(x).
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3.4 IGUALDADE DE POLINOMIOS

Dois polindbmios sao iguais se, e somente se, seus valores numeéricos forem iguais
para todo a € C. Assim:

p(x)=g(x)=p(a)=g(a) Va €C

Somente sera possivel se, dados p(x)=ax"+bx"'+:--4c e g(x)=dx"+ex" ' +--+f,
tivermos:

a=db=e,...c=f
Exemplo:

Dados os polindmios p(x)=ax®+bx*+cx+d e g(x)=3x3+6x>-5x+4, temos que p(x) =g(x)
se, e somente se, a = 3,b=6,c = -5 e d =4.

3.5 OPERACOES COM POLINOMIOS

Sejam, p(x)=ax"+bx" !4+, g(x)=dx"+ex"!+---+f e A €C, temos:

a) Adicao
p(X)+g(x)=(a+d) x"+(b+e) x*'+--+(c+f)
b) Subtragéo
p(x)-g(x)=
p()+(-g(x))=

(a-d) x"+(b-e) x" 4.+ (c-f)

c) Produto por escalar
y p(x)=y x"+ y bx"1+---+ yc
d) Produto de polindmios

P()-g(x)=
(ax"+bx"!+---+c)- (dx"+ex™'+---+f)

E aplicado a distributiva para resoluer o problema.
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Exemplos:
Sejam p(x)=4x*+3x-2 e g(x)=-2x>+5x*-3x-6, entao:
) p(x)+g(x)=4x°+3x-2 -2x3+5x2-3x-6= -2x°4+9%x*-8

) p(x)-g(x)=
4x%43x-2-(-2x3+5x%-3%-6)=
4x%43x-242x3-5x%4+3x+6=
2x3-x24+-6x+4

1) 3-p(x)=3(4x?+3x-2)=12x>+9x-6

IV) Dados p(x)=2x-1 e g(x)=-3x+4, temos
p(x)-g(x)=(2x-1)(-3x+4)=-6x*+8x+3x-4=-6x’+11x-4

Observagoes: Sejam gr(p) = grau de p(x) e gr(g) = grau de g(x).
Entao:

[) gr(pxg)< maior valor entre gr(p) e gr(g).

I1) gr(p-g)=gr(p)+gr(g).

3.5.1 DIVISAO DE POLINOMIOS

Dividindo um polinémio p(x) por f(x), um polindmio ndo nulo, encontra-se dois po-
linémios q(x) e s(x) tal que:

1) p(x)=f(x)-q(x)+s(x);

1) gr(s)<gr(®.
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3.5.11 METODO DAS CHAVES

E uma técnica é semelhante ao empregado na divisdo de nimeros inteiros. Veja-
mos um exemplo, conforme a figura 1

19))3—5)(-!—6‘;{—3

—2x + 6
x(x —3) =x*—3x ‘ 0
Trocando o sinal: —x* + 3x -2(x—=3)=-2x+6

Figura 3 - Método das chaves

Verifica-se que:

p(x) = f(x)-q(x) + s(x)

x*-5x+6 = (x-3) (x-2) +0
—— —— =

Dividendo Divisor  Quociente Resto

3.5.1.2 DIVISAO POR (x-a): DISPOSITIVO PRATICO DE BRIOT-RUFFINI

Briot-Ruffini & um método que facilita o processo de divisao por polindmios do
tipo x-a, em que a € uma constante. O esquema dessa ferramenta € mostrado abaixo:

Coeficientes de x | Termo constante do
do dividendo p(x) dividendo p(x)
Coeficientes do Resto
quociente

Termo constante do divisor
com sinal trocado

A seguir um exemplo de aplicacao do dispositivo na divisao de por de
p(x)=3x3-5x*+x-2 por f(x)=x-2.
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12 - Monta-se o esquema, conforme figura 2.

) 2013 -5 1§

Figura 4- Primeiro passo
22 - Repete-se o primeiro coeficiente do dividendo, conforme figura 2.

223 -5 1122

Y
3

Figura 5- Segundo passo

32 - Multiplica-se o termo repetido pelo divisor e soma-se o produto com o proximo
termo do dividendo.

/3 -5 1i-2
Ly (s)
3 :
Y )
1 :

Figura 6 - Terceiro passo
3-2=6e 6+(-5)=1

42 - Repete-se o processo para obter o nouvo termo do quociente.

2.3 -5 1 -2
Y LE’_T‘:_S}, fz 1 i
3 |
Y Y |
1 3

Figura 7 - Quarto passo
1-2=2e2+1=3

52 Realiza-se o processo novamente para encontrar o resto da divisao

2] 3 5 1 -2
MEr_l ( 5]_ 52 ! 1}‘6 F 2}‘

Y
4

LA =i

Y
3 1
Figura 8 - Quinto passo

3-2=6 e 6+(-2)=4
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Pelo esquema, tem-se:

q(x)=3x*+x+3

s(x)=4
Portanto:
3x3-5x°+x-2=
(x-2)(3x*+x+3)+4
Observacao:

a) O resto serd sempre uma constante na divisao por x-a, , pois o grau do resto deve
ser sempre menor que o do divisor (x - a tem grau 1).

b) gr(a(x))=gr(p(x))-gr(f(x))

c) Se ‘a’ é raiz do polinémio, portanto o resto da divisao é zero.

3.51.3 TEOREMA DE D’ALEMBERT

O teorema de D”Alembert diz que o resto da divisdao de um polinémio p(x) por x -
a sera p(a).

Com a aplicacao do teorema é possivel com facilidade verificar se um polinémio p(x) &
divisivel por x - a, pois, se assim for, o resto da divisao sera o, e conforme o teorema, p(a) = 0.

3.51.4 TEOREMA DO FATOR

Seja d uma raiz de um polinémio p(x), com grau n >0, entao x-d & um fator (mul-
tiplicativo) de p(x).

De acordo com o Teorema de D’Alembert, a divisao de p(x) por x - d resulta em um
quociente q(x) e um resto p(d) tal que,

P)=(-d)q(x)+p(d)

Porém, como d &€ uma raiz de p, p(d) = 0, tem-se:

pP)=(-d)q(x)

Portanto, x - d & um fator de p(x).

Esse teorema tem relevancia pois consiste na possibilidade de escrever um poli-
ndémio como um produto de fatores, sendo cada fator da forma x - raiz de p(x).
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4 EQUACOES ALGEBRICAS

4.1 DEFINICAO

Equacao polinomial é toda equacao que pode ser escrita na forma:

a x"+a__x"'4..4+a x’+a, x+a =0 (coma #0) emquea € Cenéumnimero
n n-1 2 1 0 n i
positivo nao nulo.

4.2 RAIZES

Conforme defini¢cbes anteriores, a raiz de uma equacao polinomial é o valor que
torna o polinédmio nulo. Sendo assim, de acordo com a nova definicdo de equacao poli-
nomial, um valor {8 sera raiz da equacao se tornar a igualdade verdadeira:

a B"t+a_ B+ ..+a, B*+a,p +a,=0.

Com o teorema do fator, sabe-se que é possivel decompor um polinémio p(x) de
grau n (n 21) em um produto de n fatores de 12 grau:

p(x)=a_ (x-x, )(xX,)..(xx )=0,sendo x ,X,,...X ,

sendo, raizes de p. Pode-se concluir entao que um polindmio de grau n tem n raizes
complexas, havendo a possibilidade de existir duas ou mais raizes idénticas, ocorrendo
a multiplicidade m das raizes em questao, sendo m a quantidade de vezes que a raiz se
repete.

4.3 RELACOES DE GIRARD

Para facilitar o processo de encontrar as raizes, as relacées de Girard fornecem
formulas que relacionam os coeficientes e as raizes de uma equacao algeébrica, pois en-
contrar as raizes de uma equacao polinomial pode demandar certo trabalho.

) Equacao de 22 grau: ax?+bx+c

X X, = -
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I) Equacgao de 32 grau: ax®+bx?*+cx+d
b
X1+X2+X3 -—

X, )(2+><1 )(3+x2 X, =

a

Para encontrar as raizes basta resolver o sistema de equacdes. Podendo ser reali-
zado mentalmente as vezes no caso de uma equacao quadratica, por exemplo.

Observacoes:

) Partindo de - % , O lado direito da igualdade troca o sinal de - para +, obtendo,

I) As relacdes existem para um polindmio de grau n qualquer. A equacao igualada

b - . . [
a- — ésempre a soma de todas as raizes combinadas uma a uma; o termo iguala — é

. . ~ . . - d - . < . ~ ~
igual a soma da combinacao dois a dois das raizes;- —- €iguala soma da combinagao trés
a trés das raizes e assim sucessivamente.

4.4 PESQUISA DE RAIZES RACIONAIS

Dado um polindmio
a x"+a_  x"'+..+a,x*+a x+a =0

com todos os coeficientes inteiros, sendo o nimero racional, com r e s primos entre
si, é raiz dessa equacao, entao r é divisor de a, e s é divisor dea .

Exemplo: Pesquise as raizes racionais da equagdo 3x* + 2x* - 7x+2=0
Resolucao:
Temos . a,=2ea =3

rédivisorde2-re{-1,1,-2,2}
s édivisorde3 »se{-1,1,-3,3}
Entao, pela propriedade, as possiveis raizes sao:

P et - L 12 2
qE{l,l, 2I2) 3} 3) 31 3}
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Por tentativa, verifica-se que 1 é raiz do polindmio. Foi usado entao o teorema de
Briot-Ruffini, dividindo o polindmio por x - 1 e obteve-se a seguinte igualdade:

3x3+2x%-7x+2=(3x*+5x-2) (x-1)

Encontrando as raizes da equacao de segundo grau encontra-se as raizes que res-
tam do polinémio inicial. Omitida tal etapa, as raizes da equacao quadratica sao é e-2
. Completando o conjunto solucao:

S={'2:é1]}

Todas as raizes encontradas sao numeros racionais e estdao dentro do espaco
amostral das possiveis raizes.

EXERCICIOS

Grau e igualdade de polin6mios

1. (Mack-SP-2010) Determine meR para que o polindmio p(x)= (m-4) x3+(m2-16)
x2+(m+4)x+4 seja de grau 2.

2. (FEI,SP-2009) Determine os valores de a,b e c sabendo que

1 _a N bx + c
3—-1 x—1 x2+x+1

3. (Mack-SP,2009) Calcule os valores de m, n e | para os quais o polindmio
p(x)=(2m-1) x3-(5n-2) x2+(3-21) &€ nulo.

4. (DANTE,2013) Calcule os valores de a, b e ¢ para que o polindmio p1 (x)=a(x+-
c)3+b(x+d) seja idénticoa p, (x)=x3+6x*+15x+14

Divisao de polind6mios

- 5.(DANTE,2013) Sejam p(x)=x4-10x>+24x*+10x-24 e h(x)=x*-6x+5. Efetue a divisao
px)
h(x) °

6.(DANTE, 2013) Calcule os valores de m e n para que seja exata a divisao do polind-
mio p(x)=2x>+mx*+nx-1 por h(x)=2x>-x-1.

7. (DANTE, 2013) Dividindo p(x)=x3-4x*+7x-3 por certo polindmio h(x), obtemos o
quociente q(x)=x-1 e o resto r(x)=2x-1. Determine o polindmio h(x).
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8. (DANTE, 2013) Sabendo que o polindmio p(x)=x>-6x*+3x+10 édivisivel por h(x)=x-2,
resolva a equacao: x*-6x*+3x+10=0.

Dispositivo Briot-Ruffini

9. (DANTE, 2013) Aplicando o dispositivo de Briot-Ruffini, calcule o quociente e o res-
to da divisao de:

a) p(x)=x4+3x*+x-5 por h(x)=x+2
b) p(x)=5x3-3x+2 por h(x)=x+3

) p(x)=2x>-7x*+2x+1 por h(x)=x-4
d) p(x)=2x3-3x*+x+2 por h(x)=2x-1

10. (DANTE, 2013) Calcule o valor de a, sabendo que p(x)=2x>+ax*+(2a+1)x+a+3 é
divisivel por x+4.

11. (PUC, SP) Determine os valores de a e b para que o polinémio p(x)=x*+ax+Db seja
divisivel por g(x)=(x-1)2.

Teorema de D’Alembert
12. (DANTE, 2013) Verifique se o polindmio g(x)=x*-3x+2 é divisivel por x+3.

13. (DANTE, 2013) Determine b e c de modo que o polindmio p(x)=x*+x*+bx+c seja di-
visivel por h(x)=x-2, mas quando dividido por g(x)=x+2, deixe o resto igual a 4.

14. Considere o polinémio p(x)=3x3+2x?-12x+k e responda:
a) Se -2 é raiz de p(x), qual é o valor de k?
b) Se k =1, qual é o resto da divisao de p(x) por x - 3?

Teorema do fator

15. Determine os valores de m e n na funcao dada p(x)=2x*-x3+mx2-nx+2 para que o
polindmio seja divisivel por (x-2)(x+1).

Raizes de um polinémio

16. (DANTE, 2013) Resolua x4-2x>+x*+2x-2=0 sabendo que duas de suas raizes sdo -1 e 1.

X X X
17. De acordo com o polindmiof =|x+1 -2 x- 1|, determine:
X 0 1

a) as raizes de f.

b) o quociente e o resto da divisao de f por x*-1.
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18. Calcule os valores de a e b, sabendo que o niimero 2 é raizde dupla. ax*+bx+16=0.

19. (DANTE, 2013) Determine uma equacao polinomial do 32 grau com S = {3,5}, em
que 3 é raiz de multiplicidade 2.

Relacoes de Girard

20. Calcule o valor de 1 + % + 1 , sabendo que os nimeros a, b e c sao raizes da equacao
a c

x3-2x%+3x-4=0.
21. Determine as raizes da equacao, sabendo que uma das raizes é dupla, x3-3x-2=0.

1 1 1 . - .
22. Calcule o valor de log <E+E+E>’ sabendo que os numeros a, b e ¢ sao as raizes da
equacao x>+x-1=0.

23. Sabendo-se que o produto das raizes é 1, calcule as raizes da equacao algébrica
x3-16x*+23x-6=0.

Pesquisa de raizes
24. Determine as raizes da equacao 3x3-13x*+13x-3=0?
25. Calcule as raizes da equacao cibica x*-2x*-3x+6=0.

26. Determine as raizes inteiras da equacgdo x>+4x*+2x-4=0?

5 RADICIACAO E POTENCIACAO

5.1 DEFINICOES

POTENCIACAO: indica a multiplicacao de fatores iguais. O simbolo, sendo a um na-
mero inteiro e num ndmero natural maior que1, significa o produto de n fatores iguais a a:

a'=a-a-ara-...-a
1
n vezez

Onde: a € a base e n é 0 expoente.

Por definicao temos que:
RADICIACAO: é a operacdo inversa da potenciacao.

1/a=b =b"=a,a>0

Onde: n é oindice do radical e a é o radicando.
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5.2 PROPRIEDADES

POTENCIACAO

By em =)
(ab)"=a".b"

(%)“z %Il;com b+#0

RADICIACAO

"VJab="Va."Vb
Wi=2 comb#0
War= (am)"=an=("a)"
ny/my/a = nmy/

5.3 RACIONALIZACAO

Racionalizar € uma fracao com denominador irracional € encontrar uma fracao
qgue seja equivalente, poréem com denominador racional. Para isso, € necessario multi-
plicar tanto o denominador quanto o numerador por um nimero conueniente. De forma
resumida, racionalizar uma fracao é eliminar do denominador o radical.
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6 PRODUTOS NOTAVEIS

Produtos notaveis sao expressoes algébricas que possuem uma equacao geral
para a sua resolucao. O conhecimento dessas formulas auxilia e minimiza o desenuoluvi-
mento de varios problemas matematicos.

PRODUTO DA SOMA:

(a+b)*=(a+b)(a+b)=
a’+ab+ab+b?=a%+2ab+b?

Exemplo:

(2x+5)?=4x%+20x+25
PRODUTO DA DIFERENCA:

(a-b)*=(a-b)(a-b)=
a’-ab-ab+b?=a?-2ab+b?

Exemplo:

(2x-5)?=4x%-20x+25

PRODUTO DE UMA SOMA POR UMA DIFERENCA:

(a+b)(a-b)=
a’-ab+ab+b?=a?-b?

Exemplo:

(5x+3)(5x-3)=25x2-9
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CUBO DA SOMA:

(a+b)3=(a+b) (a+b)*=
(a+b)(a*+2ab+b? )=
a’+2a?b+ab"2+a”2 b+2ab’+b3=
a’+3a%b+3ab?+b?

Exemplo:

(x+1)3=x*+3x*+3x+1

CUBO DA DIFERENCA:

(a-b)*=(a-b) (a-b)*=
(a-b)(a*-2ab+b?)=
a3-2a? b+ab?-a? b+2ab%-b3=
a3-3a? b+3ab?-b?

Exemplo:

(x-1)3=x3-3x*+3x-1

7 FATORACAO

Fatoracao é transformar uma expressao algébrica em um produto de fatores, ou
seja, € um processo inverso ao produto notavel, que consiste de formulas mais simples
para resoluer uma equacao.

12 Caso: Termo em Evidéncia
ba3+ab3

Na equacao existe um fator que se repete em ambos os termos, ou seja, ab é o fator
que se repete. Portanto, temos:

ba*+ab*=(ab)a+(ab)b
=ab(a+Db)
Exemplo:

3a+9=3(x+3)
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22 Caso: Agrupamento
Observe o exemplo abaixo:
Exemplo:

-5b+ab+10a-50

Como nao ha um fator comum entre os quatros termos, podemos agrupar a ex-
pressao em duas outras de forma que os termos fiquem em evidéncia.

-5b+ab+10a-50=
(ab+10a)-(5b+50)=
a(b+10)-5(b+10)=
(a-5)(b+10)
32 Caso: Trindbmio
Em produtos notaveis, vimos que o quadrado da soma ou da diferenga possui re-
sultados do tipo, que & um trindmio quadrado perfeito.

A fatoracdo de trindbmio quadrado perfeito pode ser realizada conhecendo-se o processo de
obtengao de um trindbmio. Observe o exemplo a seguir.

Exemplo:

81x*-36xy+4y*=
(9x)%-2(9x) (2y)+(2y)*=
(9x-2y)”

42 Caso: Diferenca de dois quadrados

Para fatorar a diferenca de dois quadrados, deve-se utilizar o processo inverso do
produto da soma pela diferenca.

Exemplo:
4x%-81=(2x-9)(2x+9)

52 Caso: Soma de dois cubos

Observe o que acontece se desenuoluermos o seguinte produto:

(a+b)(a*-ab+b? )=
a3-a? b+ab?+ba?-ab?+b3=
a’+b3

O processo inverso é a fatoracdo da soma de dois cubos.
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Exemplo:

8al+1=(2a)*+(1)*=
(2a+1)(4a%*2a+1?)

62 Caso: Diferenca de dois cubos
Utilizando raciocinio semelhante ao anterior temos:
=(a-b)(a’*+ab+b?)
=a3+a? b+ab?-ba?-ab?-b3
a3-b3
Exemplo:
3x3-7=(V3 x)3-(V7)3=
(V3 x-V7) (V9 x2+321 x+349)

72 Caso: Expressoes quadraticas

Com os conhecimentos adquiridos no capitulo de polindmios, pode-se decompor
um polindmio em um produto de polinémios de grau 1 da forma (x-raiz do polindmio).
Para tanto, & necessario a utilizacao das relagdes de Girard para encontrar tais raizes.

b C
- ;=(X1+X2) e — =X X,

Exemplo:
x?-8x+15

Devemos encontrar dois nimeros cuja soma resulte em 8 e cujo produto resulte
em 15. Esses nUmeros sao o -3 e -5, portanto:

x?-8x+15=(x-3)(x-5)

Nota: a fatoracao de uma expressao quadratica facilita bastante a determinacao de
suas raizes. No exemplo anterior, é facil verificar que para x = 3 e x = 5 a equacao é igual
a zero e, portanto, as raizes da expressao sao 3 e 5 evitando a utilizacao de métodos mais
complexos.

8 COMPLETAR QUADRADOS

Obseruve o exemplo a seguir:
x?-4x-1=0
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A expressao anterior nao € um quadrado perfeito e nao pode ser escrita na forma
(xtb)? . Entretanto, pode-se adicionar um termo em ambos os membros da expressao de

forma que o termo da esquerda seja um quadrado perfeito. Lembrando que um quadra-
do é sempre na forma x*+2bx+b?, tem-se, entao:

x?-4x-1=0
—-x%-2(2)x-1=0

E necessario adicionar b2 em ambos os membros, nesse caso, b=2.

—-x%-2(2)x-1=0
—-x%*-2(2)x-1+4=0+4

—x*-4x+4=5
—(x-2)*=5
—(x-2)>-5=0

Esse tipo de simplificacao pode facilitar o desenuoluimento de alguns calculos.

Desafio 1: Utilizando os conhecimentos de fatoracao, produtos notaveis e completar

quadrados, fatore a expressao a*+a? b*+ b?, na forma do produto de uma soma por uma
diferenca.

Desafio2:Se (a+b+c)=1e(a2+ b2 +c2) =0provequeA=a4 +bd+c4d=%

EXERCICIOS

1. A igualdade verdadeira para quaisquer nimeros a e b reais é:
a) (@-b)=as-bs

b) (a + b)?* = a*> + b?

cJ@@+b)@a-b)=a>+b?

d)(@-b)(@>+ab+b?=as-bs

)
e)a3-3a’b + 3ab>-b3=(a + b)

2. (OBMEP) Na figura abaixo temos dois quadrados. O quadrado maior tem lado de
valor a + b e o menor lado a. Qual é a area da regiao pintada?

A

a) b2
b)a+b

c) a*+ 2ab
d) 2ab + b?

a i+ JF
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3. (DANTE, 2013) Considerando as identidades de produtos notaveis, calcule os valo-
res numeéricos racionais mais simples das expressoes:

a) (57,62)% - (42,38)3

b) cos®15° - sen®15°.

4. Se o polindmio f=2x*-12.2°5x+4k é tido como um quadrado perfeito, entao a cons-
tante real k € um namero:

a) quadrado perfeito.
b) cubo perfeito.
c) irracional.

d

e

) divisivel por 8.
)

primo.

5. Sabe-se que a?-2bc - b?- c?= 40 e que aigualdadea-b-c=10coma, becname-
ros reais. Entao ovalordea + b + céigual a:

a1

(=)

) 2

) 4

Q 0

10

)
e) 20

6. O resuldado da expresao numeérica N = 2002? x 2000 - 2000 x 19982¢€ igual a

a) 2 x 10°
b) 4 x 10°
c) 8 x10°
d) 16 x 10°
e) 32 x 10°

7. (DANTE, 2013) Qual é o fator comum a todos os termos do polindmio 18x?y® - 36x°y°
+ 24X3Y°:

8. (DANTE, 2013) Sabendo-se que p + q = 4 e pq = 5, entdo o valor de E=p3+ g° + p*q +
pg? é:

9. (DANTE,2013) Fatore a seguinte expressao 64x°-441y°:
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10. (DANTE, 2013) A forma simplificada da razao entre os polindGmios x3 - 8y3 e x? - 4xy

+ 42 6:

a) (x+4y)?
X -4y

b) X2 +2xy+ 4y?
X -2y

o (x+y)?
X-y

d) (2x+2)?
X-y

e) _(x+y)*
2X-y

1. (ITA, 2008) A area do poligono, situado no primeiro quadrante, que é delimitado
pelos eixos coordenados e pelo conjunto {(x, y) E IR%: 3x2 + 2y? + 5xy - 9x - 8y + 6 = 0}, €
igual a:

12. Calcule o valor da expressao numérica [102+20%+30%+...+1002]-[92+192+29%+...+99?] =

13. Seja a igualdade a”?+a"2=10/3, entao a+a" é igual a:
a) 100/9

b) 82/3

c) 82/9

d) 100/82

e) 16/9

14. (Unesp, 2010) Por hipotese, considere a = b.

Multiplique ambos os membros por a
az=ab.

‘PEI'.CIVIL Pré-calculo para os ingressantes nos cursos de Engenharia e ciéncias exatas



Subtraia de ambos os membros b?
az-b?=ab-b?

Fatore os termos de ambos os membros
(@a+b)(@a-b)=b(a-Db)

Simplifique os fatores comuns

@+b)=b

Use a hipotese quea=b

2b=b

Simplifique a equacao e obtenha
2=1

A explicagao para isto é:

a) a algebra moderna quando aplicada a teoria dos conjuntos preuvé tal resultado.
b) a hipotese nao pode ser feita, pois como 2 =1, a deveria ser (b + 1).

c) na simplificacao dos fatores comuns ocorreu divisao por zero, gerando o absurdo.
d) na fatoracao, faltou um termo igual a -2ab no membro esquerdo.

e) na fatoracao, faltou um termo igual a +2ab no membro esquerdo.

15. Manipulando a expressao abaixo a seguir, obtem-se:

1,1
2 2 aT 3
(a2 b+ab?) —

a,—

b3
a)a+b

b) a2 + b2

c)ab

d

e

az+ ab + b?

)
)b -a

16. (Ufam) Se (x + y)? - (x - y)? = 30, entao 2x.y é igual a:
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17. (DANTE, 2013) Uma expressdo equivalente a v % %+ 2 ,paraa>0eb>0,é:

a) a+b
ab

b) (a +b)?
ab

9 a+b 2
ab
d) a% + b% + 2ab

ea+b+2

(x+y)*>-2(y+x)°

18. (DANTE, 2013) Simplificando a expressao , temos:

X2 +y?
2
a) (x+y)
X-y
b) x -y - 2yx?
Ox+y
dx-y
2 2
e) Xty
X-y
Supor: X # y; X #- y
- 4x%-1 . .
19. (DANTE-2013) Afracdo __~ ~ & equivalente a:
4x2+4x+1
2x-1
A 1
2x+1
b
) 2x-1
-1
g ——
) 4x
-1
4x+ 1

20. Fatorar a expressao a%- b*-a + b?
a)@+b)@a-b+1)

b)(@a-b).a-b +1)
c(@-b)l@a+b-1)
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d(@+b)@a-b-1)
e)(a-b).(a-b-1)

1 -

21.5upondo que x - ¥ = 2 determine o valor da seguinte expressao x2+ % X+ &
a)2
) 4
) 36
)

e) 63

~N

(=}
~

(@)

Q.

1

22. Considerando que x € um nimero real estritamente positivo tem-se que a se-
guinte expressdo Vx*+x?+2-2 é equivalente a:

a) x>-1

(x-1)°

b)
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9 TRIGONOMETRIA

9.1 O TRIANGULO RETANGULO

Em um triangulo retangulo, o maior lado é a hipotenusa (lado oposto ao angulo de
909) e os outros dois lados sao os catetos.

Esses catetos recebem nomes diferentes quando tomamos um angulo como refe-
réncia. Vejamos no triangulo abaixo:

Analisando o dngulo B, o cateto “colado a ele” (lado c) é o cateto adjacente e o
cateto “de frente pra ele” (lado b), 0 oposto. Referente ao angulo C, b é o cateto adjacen-
te e c o cateto oposto. Portanto, a hipotenusa independe do angulo que tomamos para
analise, mas os catetos nao.

9.2 SENO, COSSENO E TANGENTE NO TRIANGULO RETAN-
GULO

Inicialmente podemos definir algumas relagdes trigonométricas importantes nes-
se triangulo:

Define-se o seno do angulo como a razao entre a medida do cateto oposto ao angu-
lo pela medida da hipotenusa, isto é:
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medida do cateto oposto a a a
sena=

medida da hipotenusa B

Em relagdo ao cosseno do angulo , define-se como a razao entre a medida do cateto adjacente
ao angulo pela medida da hipotenusa:

medida do cateto adjacente a a
cosa=

b
medida da hipotenusa T a

A tangente do angulo ¢ dada pela razdo entre a medida do cateto oposto ao angulo pela
medida do cateto adjacente a:

medida do cateto oposto a a

tga= medida do cateto adjacente a a =5

Existem também as relacdes entre as razdes trigonométricas:

a) Relagdo fundamental da trigonometria:

sen’ o +cos”* a =1 (0°<a<90°)

Demonstracao
C b c? + b?
(7)+(z)= —(7 =1
d
b) A tangente
tga= _Send 0°<a<90°)
cosa
Demonstracao
b
sena 2 b
Tcosa T cT Tt
a
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9.3 CIRCULO TRIGONOMETRICO

O circulo trigonomeétrico € um circulo de raio 1, no qual o eixo x representa o eixo
dos cossenos e o eixo Yy, o eixo dos senos. Analisando um ponto P(x,y) resultante de um
angulo a rad no sentido anti-horario.

Ay

Algumas observacdes importantes:

a € positivo quando o sentido de giro é o anti-horario e negativo quando gira
no sentido horario;
a relacao fundamental

sen’ a +cos? a =1
continua valida;

- Em seguida, mostramos os sinais de senos e cossenos por quadrante.

seno cosseno
N

N

AN, A,
NN

RADIANOS
Radianos € uma unidade de medida de angulo assim como graus. A relagao basica
de conversao entre tais unidades é

180°= mrrad

Sempre que se quiser fazer uso do circulo para encontrar os valores de seno, cos-
seno e tangente, é preciso converter os angulos de graus (B9 para radianos (y rad) usan-
do a regra de trés:

PET CIVIL
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180° m rad
B° = yrad

Além do mais, é a partir do angulo em radianos que se mede o valor numérico de
um arco:

O comprimento de uma corda AB é dado pela igualdade:

l=ar,

em que r € o raio da circunferéncia e, o angulo em radianos.

9.4 VALORES NOTAVEIS DE SENO E COSSENO

Os principais valores de seno e cosseno que deuemos saber sao dados abaixo:

_n 0 _T _(aco _n 0
X 0 3 (309 ) (459) 3 (609
1 V2 V3
senx | 0\ o 2 2
CoS X 1 V3 V2 1
2 2 2

Alguns angulos tém valores de seno e cosseno facilmente verificados no circulo.

X % (90° | 7(180°) % (270°% | 271 (3600
sen x 1 (0] -1 0
COS X 0 -1 0 1

Os valores de tangente podem ser encontrados pela relacao senx
cosx
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9.5. REDUCAO AO 1° QUADRANTE

Gracas a simetria presente no ciclo trigonométrico podemos obter valores de seno e
cosseno para angulos maiores que 90, ou seja, em todo ciclo trigonométrico. Com base
nos valores notaveis, dados na tabela anterior, e utilizando a simetria, tem-se:

9.51 ARCOS NO 2° QUADRANTE

GU?-)\ _.'<\E o° x

Por analise basica verifica-se que:

sen(m-x)=sen x
cos(m-x)=-cos x

9.5.2 ARCOS NO 3° QUADRANTE

sen(m+x)=-sen x

cos(m+x)=-cos x

9.5.3 ARCOS NO 4° QUADRANTE

— ['_f._--- I 351 ~—
Dante (2013)

sen(2m-x)=-sen x
cos(2m-x)=cos x

Note que, apesar das formulas, todas as reducdes sao possiveis a partir de analise
visual.
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9.5.4 ARCOS MAIORES DO QUE 360°

3 ¥
. 390° 750°
., [eéngruo / -~ “\\ [congruo
----- R a30%) Lo a3
I

X

Dante (2013)

Nesse caso, embora o angulo em questao dé mais de uma volta no circulo, ele
continuara pertencendo a algum ponto da circunferéncia, cairemos, entao, em algum
dos casos ja discutidos.

9.6 TANGENTE

O valor da tangente nao esta no circulo, mas em uma reta tangente a circunferén-
cia. Vejamos:

Marcado o ponto P no circulo, é tracada uma reta ligando-o a origem O. O prolonga-
mento dessa reta que corta a reta t nos da o valor TA, que representa o valor da tangente
do angulo ROP.

Como a reta t é orientada para cima, a tangente sera positiva quando o valor esti-
ver contido na reta t acima do eixo x e negativo, quando abaixo.

Contudo, a tangente nao esta definida para qualquer angulo. Vejamos no caso

L8
arax=—:
P 2

.

531

A reta que liga Pa O nunca cortara a reta t, pois elas sao paralelas, logo, nao existe

valor de tangente para x = —12T . O mesmo ocorre parax = 3—2“ (ponto B’).
Grupo PET - Engenharia Civil / UFRR PEI"ZIVIL



82

Os sinais para as tangentes sao dados abaixo:

¥

9.7 FUNCOES TRIGONOMETRICAS
9.7.1 I:UNC;/:\O SENO

R R
L
- ® en x
'
- Wi
— & .
f:R-R

x—f(x)=sen x

Abaixo, mostra-se o grafico da fungdo seno:

Algumas informacdes importantes sobre a fungao seno:

a) D=R e Im=[-1,1];

b) A funcao nao é injetiva nem sobrejetiva;

c) A funcao é impar, ou seja, sen x= -sen x;

d) A funcao tem periodo p=2m, como mostra a figura abaixo:

b ¥

Observacgao: Periodo é o intervalo (no dominio) no qual a funcao comeca se repetir.
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9.7.2 FUNCAO COSSENO

R R
[rry
¥ @ e C05 X,
z. L
f:R-R

x—f(x)=cos x

Segue abaixo o grafico da funcao cosseno:

Observacoes:

a) O grafico da funcao cosseno é a funcao seno transladada % unidades para a di-
reita;

b) D=R e Im=[-1,1];

c) A funcdo nao é injetiva nem sobrejetiva;

d) A funcao é par, ou seja, cos x = cos(-x) ;

)
e) O periodo da funcao é p=2m.

9.8 LEI DOS SENOS E COSSENOS

Lei dos senos: em qualquer tridngulo ABC, as medidas dos lados sao proporcionais
aos senos dos angulos opostos, ou seja:

a b c
senA senB senC
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Lei dos cossenos:

a

a’=b?%+c?-2bc-cosA
b%=a?+c?-2ac-cosB
c?=a%+b?-2ab-cosC

EXERCICIOS

1. (DANTE-2013) Calcule sen 45°, cos 45° e tg 45° , e utilizando o tridngulo retadngulo
destacado do quadrado abaixo:

45° \45° [~
{ e
2. (Cpcar, 2002) Um aviao decola de um ponto B sob inclinagao constante de 15 com
a horizontal. A 2 km de B se encontra a projecao vertical C do ponto mais alto D de uma
serra de 600 m de altura, conforme figura.

5.0
h\iﬁl ':x- i

g %
%ﬁ Gy LA n "
sl SO T

(Dados: cos15°=0,97;sen15°=0,26;tg15°=0,27)

E correto afirmar que:

a) ndo havera colisao do avidao com a serra.

b) havera colisao do avidao com a serra antes de alcangar 540 m de altura.

c) havera colisdo do avido com a serra em D.

d) se o aviao decolar 220 m antes de B, mantendo a mesma inclinagao, nao havera
colisao do aviao com a serra.
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3. (DANTE-2013) De um ponto A no solo, visam -se a base B e o topo C de um bastao
colocado verticalmente no alto de uma colina, sob angulos de 30 e 45, respectivamente.

Se o bastao mede 4 m de comprimento, a altura da colina, em metros, é igual a:

2(V343)

4.(Fuvest-SP) Calcule a medida x indicada na figura abaixo:

"..‘-U' .l'i«."\:.l-

1
-

Lei dos senos e cossenos

5. (FCMSCSP) Considerando a figura abaixo, qual o valor de sen a.

.____“

o
L
L S
=}
N [*F
r |

6. (DANTE-2013) Duas forcas de intensidade F =8N e F,=12N e formam entre si um
angulo de 60°2. Qual é a intensidade R resultante dessas duas forcas?

;‘ J'_F,.-"'f';r"
F / R f.f’f )
o'
N
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7. (DANTE-2013) Uberaba, Uberlandia e Araguari sdao cidades do Tridangulo Mineiro
localizadas conforme a figura a seguir.

A partir dos dados fornecidos, determine a distancia aproximada de Uberaba a Uber-
landia.

Uberlandia «

140 km

SUberaba

Valor numeérico do arco

8. (UFRR) Um grupo de pessoas realizarda uma caminhada em torno de uma ilha, de forma circular,
saindo do ponto A e chegando ao ponto B (Veja figura a seguir), numa velocidade de 6 metros por
minuto. Sabendo-se que O é o centro do circulo e o comprimento do segmento é 300 metros, o
tempo necessario para o grupo completar o percurso é de:

Senos, cossenos e tangentes
9. (DANTE-2013) Reduza ao primeiro quadrante e calcule os senos:

a) cos 52—1T b) cos315° c) c0523l d) cos330° e) c0554—n f) cos240°

10. (DANTE-2013) Reduza ao primeiro quadrante e calcule os cossenos:

a) sen376—1T b) sen(-225°) c) sen 6T d) senl%1T e) sen360° f)sen(- 1;—)

11. (DANTE-2013) Calcule os valores das tangentes:

a) tg180° b)tg3T ) tg(-2T) d) tg2" e)tg210°  f)tg1935°
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10 RELACOES TRIGONOMETRICAS

Ha determinadas relacdes entre valores de funcdes trigonomeétricas de um mesmo
arco que sao extremamente importantes para a resolucao de problemas matematicos.

Parte delas deriva da relacao fundamental da trigonometria [sen®(x) + cos?*(x) = 1]
e outra parte é formada de funcgdes trigonométricas derivadas dos ja conhecidos seno,
cosseno e tangente. Estas sao chamadas de secante (sec), cossecante (cossec) e cotan-
gente (cotg).

Algumas dessas relagoes sao dadas a seguir:

(1) sen?x+cos?x=1

sen X
COS X

(2 tgx=

sen x
COS X

(3) cotgx =

(4) secx =

cos X
1
sen x

(5) cossecx =

Além dessas relacgoes, outras podem ser obtidas a partir de manipulagdes na relacao
fundamental da trigonometria.

Por exemplo, se dividirmos ambos os lados da equacao (1) por ‘sen? x', obtemos a
relacao:

(6) 1+cotg? x=cossec? x
Ja se dividirmos ambos lados da equacao (1) por ‘cos?x’, chegamos a relacgao:

(7) tg® x+1=sec*x
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10.1 ADICAO E SUBTRACAO DE ARCOS

E possivel demonstrar que a soma e subtracdo de arcos em funcdes trigonométri-
cas nem sempre respeitam a forma f (a+b) = f(a) + f(b), sendo ‘f" uma funcao trigonome-
trica qualquer.

Apesar desse tipo de equagao acima nem sempre ser valido, existem algumas regras
que valem para soma e subtracao de arcos quaisquer em cada funcao trigonomeétrica.

Alguns exemplos podem ser conferidos a seguir:

(8) sen (a+b)=sen a.cos b+sen b.cos a
(9)cos (a+b)=cos a.cos b-sena .senb
(10) sen (a-b)=sen a.cos b-sen b.cos a

(11) cos (a-b)=cos a.cos b+sen a .sen b

_ tga+tgb

2)t b)=

12) tg (a+b) 1-tgatghb
_ tga-tgb

13) tg (a-b)=

13) g (a-b) 1+tgatgb

10.2 ARCO DUPLO E ARCO METADE

Os arcos duplos sao casos especiais da soma de arcos e com o conhecimento ob-
tido até o momento podemos dar a eles formulas:

No caso,em f(a +b),a=b; entdof(a+b)="f(2.a):

(14) sen (2.a)=2.sen a.cos a
(15) cos (2.a)=cos* a-sen®a

(16) tg (2.2)= _ 2.tg8a
1-tg’a
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EXERCICIOS

cos?6
1-sen 6’

1. (DANTE, 2013) A expressao , comcomsen 6 # 1, éigual a:

a) sen 6

b) sen 6 + 1
C) tg 0.cos 6
1

sen 0/5ecO

Q.

)
)

e

2. (DANTE, 2013) Se cos 2x = 0,2, , entdo tg® x é igual a:

oo g e
~ o N Z
m\*\\w\"’\

()
N

3. (DANTE, 2013) Determine os valores de entdo tg x, cotg x, sec x e cossec x , sabendo
cos x= 4/5 e que o angulo encontra-se no 1° quadrante.

4. (DANTE, 2013) Determine o valor de A=sen 105° + cos 105 .

5. (DANTE, 2013) Se tg (x +y)=33 e, entdo é igual a:

a) 0,2
b) 0,3

6. (DANTE, 2013) O cosseno do arco de medida 255° é igual a?
7- (DANTE, 2013) Dado sen x =+/3/2, com 0 < x < /2 , determine sen 2x, cos 2x e tg 2x .
8- (DANTE, 2013) Sabendo que sen x + cos x = 0,2 , determine o valor de sen 2x .

9- (DANTE, 2013) Sabendo que tgx = 2, , calcule tg(2x).
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10- (DANTE, 2013) Se senx = -3/4, x um arco do 42 quadrante, calcule cos (2x) .
11- (DANT, -2013) Se x € um arco de 22 quadrante senx = 5/13 e, calcule sen(2x).

12- (DANTE, 2013) Se sen x = 3 e x € um arco do 22 quadrante, determine o valor de
sen(2x).

13-(DANTE, 2013) Sabendo que cos (2x) = % , determine o valor de tg?(x) + sec? (x)
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11 LIMITES

O conceito de limite é utilizado com o objetivo de expor o comportamento de uma
funcao nos momentos de aproximagao de determinados valores. O limite de uma funcao
possui grande importancia no calculo diferencial e em outros ramos da analise matema-
tica, definindo derivadas e continuidade de fungdes.

Para que se entenda o conceito de limite, pode-se analisar o comportamento de
uma funcao f(x) em uma regiao proxima a um ponto x especifico.

Tomemos, por exemplo, a funcgao f(x) = x? e facamos a analise da mesma no entor-
no dex =2, ou seja, para valores proximos (menores ou maiores) de 2, mas diferentes de
2.

X f(x)
1,8 3,24
1,9 3,61

1,95 3,8025
1,99 3,9601
2,01 4,0401
2,05 4,2025
2,1 4,4100
2,2 4,84

A partir da analise da tabela, percebe-se que quanto mais os valores de x se apro-
ximam de 2, mais a funcao se aproxima de 4. Tracando o grafico da funcao a partir dos
pontos obtidos na tabela acima, temos uma visao proxima do que realmente ocorre:

IAy

Neste caso, dizemos que o limite da funcao f(x) quando x tende a 2 é 4 e a notacao
mais comum é dada a seguir:

lim x?=4
x—2
E, em geral, podemos utilizar a notacao

lim f(x)=L

X—=>a
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que é lida como “o limite de f(x) quando x tende aa é L". Essa expressao é valida caso
seja possivel arbitrar valores de f(x) proximos de L, fazendo x suficientemente proximo
de a mas nao igual a a.

E importante enfatizar que no estudo dos limites, a analise @ sempre com x # a, 0
que torna possivel calcular limites para pontos em que a fungao nem esteja definida. Ou
seja, a Unica parte relevante & o comportamento da funcao nas proximidades daquele
ponto.

Consideremos agora uma funcao h(t) definida por partes na forma:

h(t]z{ 0,se t<0

1,se t=0

O grafico da funcao sera na forma:

¥4

G

Caso se deseje calcular o limite para a fungcao quando tende a zero, deve-se ana-
lisar o comportamento da funcao nas proximidades de, para valores menores e maiores
que zero.

Com isso, pode-se perceber que para valores de menores que zero, a funcao é
constante e igual a zero. Ja para valores de maiores que zero, a funcao é constante e

iguala1. Como nao ha um Unico nimero que se aproxime quando t se aproxima de zero,
podemos dizer que o limite de quando tende a zero nao existe.

11.1 LIMITES LATERAIS

O limite de f(x) quando x tende a a para valores menores que a é chamado de limite
lateral esquerdo.

De forma analoga, o limite de quando tende a f{x) para valores maiores que a é
chamado de limite lateral direito.

A notacao para o limite esquerdo e direito, respectivamente, de f{x) quando x ten-
deaaé:
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lim f (x) e lim f (x)

X—d- X—=>a-+

Além disso:

lim f(x)=L

X—>da

Se e somente se,

limf(x)=L lim f(x)=L

X—d - X—=>a-+

Ou seja, lim f(x) s6 existe quando os limites laterais existem e sdo iguais.
x> a

11.2 LIMITES INFINITOS

Tomemos como exemplo o problema de encontrar, caso exista, o limite:

. 1
lim =
x—a x?

Neste caso, quando analisamos os valores da funcao para valores proximos de
x=0, percebemos que a funcao assume valores muito grandes. Podemos observar isso a
partir do grafico:

Entretanto, nao se considera que o limite existe, pois infinito nao € um namero.
Apenas utiliza-se esta notagao em casos de crescimento sem limitagao da funcao em
valores de x proximos a um ponto.

lim f{x) = o0

X—=>a

Nestes casos, dizemos que o limite de f(x) quando tende a a é infinito.

Outro caso analogo, & quando a funcao cresce sem limitacao em valor absoluto, po-
rém em valores negativos quando x se aproxima de a. Neste caso, utiliza-se a notacao:
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lim f{x) = - o0

X—>da

Como um exemplo, podemos tomar:

. 1
lim-—=- o
X—~>a X

De forma analoga, podem ser definidos limites infinitos laterais:

lim f{x) = o0
X—>a+
lim f(x) = - o0
X—=>a+
lim f{x) = o0
X—=>d-
lim f(x) = - o0
X—=>d-
Vejamos outro exemplo:
lim L
x=0+ X

Esse limite pode ser resolvido a partir da analise do grafico da funcao:

No grafico, percebe-se que quando x se aproxima de 0 pela direita a funcao cresce
sem limitacao. Neste caso, denotamos:

lim L _»
x—0 + Vx

Além disso, analisando o grafico da fungao, obseruamos que ela cresce sem limites,
sem nunca cruzar a reta (eixo y). Neste caso dizemos que a reta & uma assintota vertical
L
dez\&.

Dizemos que uma reta x=a é assintota vertical de uma curva y=f{x) se ao menos uma
das seguintes condicoes for satisfeita:

‘PEI'.CML Pré-calculo para os ingressantes nos cursos de Engenharia e ciéncias exatas



lim f{x) = o0

iyt ==
li_)m f(x) = o
l)i(maj;[x) =-00
lim fg) = oo
l)i(:naf[x) =-00

11.3 PROPRIEDADE DOS LIMITES

1. Lei dasoma: asoma dos limites € o limite da soma.
2. Leidadiferenca: a diferenca dos limites é o limite da diferenca.

3. Lei do maltiplo constante: o limite de uma constante vezes uma funcao é a cons-
tante vezes o limite da funcao.

4. Leido produto: o limite do produto é o produto dos limites.

5. Lei do quociente: o limite de um quociente & o quociente dos limites (desde que
o limite do denominador nao seja zero).

Considerando a existéncia dos limites:

lim f{x) elim g(x)
X—>a X—a

e sendo ¢ uma constante, todas as propriedades citadas podem ser denotadas, res-
pectivamente por:

1. lim[f(x)+g(x)]= lim f(x)+ lim g(x)

xX—>d X—>da X—>da

2. lim[f(x)- g(x)]= Llim f(x) - lim g(x)

X—=>da X—>da X—>da
3. lim [c.f(x)]=c .lim f (x)
X—=>a X—>da

4. l)i(ma[f(x).g(x)]=g(i Lnaf(x) lim g(x)

9 e
™[ T lim g(x)

X—>d
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Além disso, alguns limites especiais sao mais recorrentes e tém propriedades fixas,
como, por exemplo:

6. Iim [f(x)]"= [lim (f(x)]" , sendo n um inteiro positivo.

X—>da X—>a

7. lim c=c
X—da

8. lim x=a

X—=>a

9. lim x"=a", sendo n um inteiro positivo.
X—d

10. lim " y[x="\/a, sendo n um inteiro positivo. Em casos de n ser par, consideramos
X—=>a

a>0

1. )I(i_r)na” \/f(sz"\/){i_rpaf(x), sendo n um inteiro positivo. Se n for par, consideramos lim
f(x)>0.

Exemplos Resolvidos
1. Calcule os limites a seguir:

a) lima
X—da

b) imx*-1

x—5

i x> 9
c) lim
x-3 X3

SOLUCAO DOS LIMITES

a)lima
x-2

Podemos resoluer esse limite a partir dos limites especiais apresentados; em espe-
cial a partir do limite especial 7, 0 qual determina que g(iLnac:c . Desse modo,

lim a=a.
x—2

b) lim x?- 1

x—5

A partir da lei da diferenca, temos que a diferenca dos limites é o limite da diferenca,
portanto:
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Iimx*-1=Ilimx*Ilim1.
x—>5 x— 5 x— 5

Agora o primeiro limite da diferenca. 1 pode ser resolvido a partir do limite especial
6, que determina que lim [f(x)]"= [lim (f(x)]" . Desse modo,

X—>d X—>da

limx?=[lin x]2 Comolimx=a, entao[lmssz =5%=25,

x—5 x—5 x—a

Ja o segundo limite da diferenca pode ser resolvido a partir do limite especial

7 lim c . Portanto,
X—=n

Iim1-=1
x—5

Assim, a solucdo final para o limite é: [imx? - 1 é

Iimx*-1=Iimx*-lim1=25-1=24

x—5 x—5 x—5

Este limite poderia ser resoluido a partir da lei do quociente, da seguinte forma:

lim x*- 9
2.
lim -9 - w3
x=>3 x-3 limx-3
x—3

Observando a equagao acima, o limite que esta no denominador Im??x-é’ =0, o que
impede a aplicacao da lei do quociente. Desse modo, deuemos resoluer o limite (c) a par-
tir de manipulacdes algébricas.

Um caminho possivel, é perceber que o numerador do quociente, x?- 9, € uma dife-
renca de dois quadrados, sendo:

x?-9=(x+3).(x-3)

Substituindo essa expressao no limite (c), podemos obter:

. 2.9 . 3).(x-3
lim 7 - lim (X-I-)—(X]
>3 x-3 X3 x-3
(x+3).(x-3)
=lim ———  =lim (x+3
x—3 x-3 x—)3( ]
=1lim (x) - llm [3) 3-3=0
x—3
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2. Calcule os limites laterais:

a) lim %\[x-2

Xx— 2+

b) lim [x|
1

X -

SOLUCAO DOS LIMITES

a) lim \/x-2
X— 2+

A partir do limite especial 11, temos que g(ima” Vfx)="/lim f(x), portanto:
g X—a

lim?2\/x-2 =2\/lim x- 2

X— 2+ X— 2+

Analisando o limite que esta dentro da raiz pela direita, nds obseruamos que os va-
lores para x - 2 se aproximam de 0. Desse modo,

lim?+\/x-2 =+ Iimx-2=2\/5=0

X— 2+ x— 2+
a) lim [x/
x—-1-

Sabe-se que a funcao modular é definida por partes, na seguinte forma:

x)= {X,se x20

-x,se x<0

Como o limite é para valores proximos de -1, vamos considerar [x/=-x . Assim,

lim = lim ;= (1)

X—

3. Encontre o valor dos limites a seguir, caso existam:

a) lim et
x—-1- \2/;(-1

b) lim 4x*- 2x +1
x->2 2x5-16
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SOLUCAO DOS LIMITES

=1 4[xd

Nouvamente, caso aplicassemos a lei do quociente, perceberiamos que o limite do
denominador seria igual a zero.

Em casos como esse, devemos utilizar de manipulacdes algébricas especificas. Nes-
te caso, usaremos a racionalizacao.

Inicialmente, multiplicaremos a fracao em cima e em baixo pelo conjugado do deno-
minador. Ou seja, por %/x+1. Assim:
. x-1 ) x-1 2\[x+1
lim - Iim Yy

x—1 x—1

lim OOV = iy 2[4 1=141=2

x—1 x-1 x—1

92
x—o00 2x*-16

Neste caso, novamente nao se pode fazer uso da lei do quociente, pois o limite do
denominador é igual a zero. Deste modo, em casos como este, em que o limite tem x
tendendo a infinito numa divisao de polindmios, usualmente pode-se dividir tanto o nu-
merador quanto o denominar pelo maior termo de maior expoente no quociente. Assim,
podemos dividir toda a equacao por x*

x*2x2+1

lim —— =
2x*- 16

L 1-2/% +1/x%
lim =
oo 2-16/x

Como x tende ao infinito, todos os termos divididos por x ou vao tender a zero a
medida que x cresce. Desse modo, o limite assumira o seguinte valor:

. x4-2x%+1
lim
2x*-16

X—00
. 1-2/% +1/x¢
lim =2~ "=

xooo 2-16 /x*

x—00 2 2
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EXERCICIOS

1. (Stewart-2009) Calcule os limites:
a) limx=
b) limx" =
) lim2x -
d) ITi_n:L_‘cF’ =
e) Iimzl,’_‘c: - X)=

f lim*L -

=3 x”

g) lim(3x+ x) =

x'+ 2x

h) lim
=1 3x-1
i) Li_rr.}(ﬁlxz -2x+ 1)=

) l_i_rr}(Ex'!' +3x" - x+3)=
) lim(3x" - 2x- 1) =
ol |

ox+
m)hm —_
x- 2 X~

n}lim{ﬂlx'!' +2x7+ x4 2)=

r-+ 0

0) l.Ti_I't‘Il{qu -xtxTtx+ )=

2. (Stewart-2009) Encontre o valor dos limites:

a) .Tl_ir!'l:{x:— 2x-1)=

b) _._lin.l.{-l:ﬂ -2y 4+ 3y- 4)=

¢) lim _ =

Q) Jim ==

o) lim L=

f) lim-

g) hm

h) lim -
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) lim'wu"fHI— |=
k= 0 h

o) lim X —11'—x—|ﬂ:
=-2 xT+3x+ 2

_2x'-5x7-2x-3
p) hm— > =
=34y - 13x7 + 4x- 3

3. (Stewart-2009) Calcule os limites laterais:

a) lim 4.
=6 x- 6

b) lim

=6 x=- 0

) 3
c) lm—=
}.'rll']_—_r
d) lim—— -
=T - x
q
e) lim 212~
=0 x

f) lim X3

=+ x

g) lim—— -

=1 X=

h) Tim =— -

=1 X -

=1
1) m ==
j) lim . -
l .1:1L| _1{': B
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4. (Stewart-2009) Mostre que f{x)= x/[x/ nao possui limite quando x tende a 0.

5. (Stewart-2009)
Um gas (vapor d”"agua é mantido a temperatura constante. A medida que o gas é

comprimido, o volume V decresce até que atinja uma certa pressao (P) critica. Além dessa
pressao, o gas assume forma liquida. Observando a figura a seguir, determine:

a) lm Fb) m VF ¢ lm V

p—10il p—10HF p—1 0}
W o(litros)
\\x
\\\_gas
-\-\-\-"—\-\_
DE|=- === s - __\_‘._":--.
T -5
L Lagqudo
— P
10

6. (Stewart-2009) Calcule os limites no infinito:

dy lIm
v | D4 x

e) lim+vx" +1-x

X =¥
fl lm+x +x—x
x—r+

1

gl hm —

——
; 1
h) lIlm 2+—
— Jx
i) _Iim x+yx’ +4
j) lm e’

¥ —p—a

I 2
k) lim Ll + %}
i .
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7. (Stewart-2009)

1) O grafico a seguir representa uma funcdo [ de

[—6,9] em ‘R . Determine:

a) f(2) b) m f(x) ¢ lm f(x)

r—sl —sl

d) lim f(x)e) f(-2)  f(7)

X—Fs

Anotacoes
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GABARITO

1. CONJUNTOS

1.
a) {o, 1, 2}
b){-2,-1,0,1,2, ..}
c) {o, 1}

d) {-1, 0,1, 2, 3}

e){}

f) {1, -2, -3, -4, ...}

© N OV AW N
O @ W g O mw ©® @

2. FUNCOES

1. E

2.D

3.D

4.

a9

b) 8

C) 4

d)7 i

5. Y
48
N 4
44 4o N :

] 1 | 1 |
3T V0
24 0
b
— e T

—2-190 123 4 5 &

—1
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dx=-7,x=-5x=-1ex=1
e)

X=-1,X=2,X=3ex=6

g x=-5ex=5
h)x=-2ex=2

7.m=-3

Logaritmo e funcao logaritmica

8.D
9.C
10.C
1m. A
12. B
13. E
14. E
15.
=32
=%
16. E
17.=3m +2n
18. A

Inequacoes de 1° grau
19.
a)x<2 b)x=>-14 )x€[04) d))xe[1/23] e)x€[-2,-1/2]
f)x € (-00,1) U (2,4)
g) X € (1,3/2]
h) x € (-4,-1) U (2,+c0)
20.D
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Inequacoes de 2° grau

21.

a) f(x)=0 para x=-10u x=4
f(x)>0 para x<-10u x>4
f(x)<o para 0<x<4)

b) f(x)=0 para x=-2 x=2
f(x)>0 para x<-2 ou x>2
f(x)<0 para-2<x<2)

22.

a) xe(1,7/3)

b) x € [-3/2, 3/2]

C)x € (-00,-1/2] U [5, + )
d) x € (-0,-1] U [1/2, +»)

Funcdo par e impar

23.

a) impar
b) par

c) sem paridade

Funcdo injetiva, sobrejetiva e bijetiva

24.d
25,
a) bijetora

b) injetora

Funcdo de 1° grau

26.
27.

28.
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Funcdo de 2° grau

Raizes da funcdo quadratica

29. k=2
30. mER,m<-3
31. keR | k<9 e k+#04

Vértice da parabola e valor maximo ou minimo

32. Im(f)={yeR | y=-6
valor minimo de f: -6

33..m<1/3

34.

a) 3s

b) 9 metros

35.

a) Im(H)={yeR | y=-1}

Yy

b) Im(f)={y€eR | y< 0}

Y 3 X

1
HEe)

36.Sim, (1,2) e (3,8)

a) para cima

b) x ex=-1
Q) ( 285
d)(lo)e(3 0)
e) (0,-3)
f)x =
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g) Im(H={y€eR | y=- 2

h)
M F(X)
T
)
;eeixo X =1Z
38.
a) {x| 2-x=0}={x| x<2}=(-0,2].
b) [0,4]
C) [0,-00)
d) [-2,2]
39.

a) (f°g°h)(x)=3senx?-2
b) (f° g °h)(x)=Vx+4x3+1

3. POLINOMIOS;
4. EQUACOES ALGEBRICAS

Grau de igualdade dos polinémios

1. Nao existe valor para m de forma que p(x) tenha grau 2.
2.a=1/3;b=-1/3;c=-2/3

3.m=Y%;n=2/51=3/2

4.a=1;b=3;c=2

Divisdo dos polinbmios

5. quociente=X2-4X-5, resto=1
6. m=1; n=-2

7.H(x) =x*-3x+2

8. Asraizes sao: S = {-1,2,5}
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Dispositivo briot-ruffini
Q.

a) q(x)=5x-18 r(x)=56

b) q(x) =x-2x*+7x-13 ... r(x)=21
0) q(x)= 2x°+x+6 r(x) = 25
d)gx) =x*-x1(x) =2

10.a=-43/3
11.a=-9 e b=6

Teorema de d‘alembert
12. Nao é divisivel
13.b=-1lec=-18
14.

a)k=8

b) resto: -2x*-8

Teorema do fator
1I5m=-6en=1

Raizes de um polinémio

16. S = {-1,1,1,1-,1+i}

17.

a)x1=0
x2 = V3
x3 =3

b) (x*-3x)/(x*-1) =x eresto = -2x.
18.a=1,b=2

19. y=x>-11x°4+39x-45
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Relacdes de girard

20.3/4
21.
x=-1
x=-1
X=2
22.0
23.
X=2
x=3
x=1/3

Pesquisa de raizes

24.
x=1/3
x=3
x=1
25.

x=2
x = -3
x =13
26.

x =-2V3
X=-2
x =23
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5. RADICIACAO E POTENCIACAO;
6. PRODUTOS NOTAVEIS;
7. FATORACAO; 8. COMPLETAR QUADRADOS

1.D
2.D
3.

a) 1524

b) 0,8125
4. A
5.C
6.E
7. 6x%y°
8. E=24
9. (8x3- 21y%)-(8x® + 21y®)
10. B
1.B
12. 2180
13.C
14.C
15.D
16. B
17.B
18.C
19. A
20.C
21.B
22.B

9. TRIGONOMETRIA

1. sen 45=v2/2, cos 45=V2/2 etg45=1
2.B

3.D

4.x=50V3
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Lei dos senos e cossenos

5. sen a=3v7/8
6. Fr= 419

7. 111,62 metros

Valor numérico do arco

8.t=785

Senos, cossenos e tangentes

9.
a)m/6,senm/6=1/2
b) 1t/4,sen /4 =/2/2
d) m/6,senm/6=1/2
e) m/4,sen /4 =2/2
f) t/3,sen /3 =V3/2

)
)

11.
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10. RELACOES TRIGONOMETRICAS

1.B
2.B

3.
tgx=3/4
cotgx=4/3
cossecx=5/3

sec=5/4

4.tgy=0,3
5.A=+/2/2
6. (V2-V6) /4

7.
sen2x=v'3/2
cos2x=-1/2
tg2x = V3

8. sen2x =-0,96
9.tg2x=4/3
10.3/5

1. sen2x =-120/169
12. sen2x = -37/8

13.5/3
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11. LIMITES

m) %

Pré-calculo para os ingressantes nos cursos de Engenharia e ciéncias exatas



i x
lim —
a—0 |.'ﬁ.".

limx=0
x—0

lim |x| =0

x—0

. X
lim —=-1
x—0— lx1

E X
lim —=1
x—0+ lx

O limite nao existe

5.
a) 0,8
b) 0,4
c) 0,8

6. a)1/3 b)0 )0 d)2 €0 % g0 h)2 i) +o j)0 K1

7. a3 b2 )5 d)Aa e0 O
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